2. АНАЛИЗ И ОПТИМИЗАЦИЯ РЕШЕНИЙ НА ОСНОВЕ ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИХ МОДЕЛЕЙ

2.1. Общая характеристика и классификация эконометрических моделей

Эконометрические модели представляют собой один из видов экономико-математических моделей, применяемых для анализа и оптимизации управленческих решений. Эконометрическая модель – это уравнение (или система уравнений), выражающее связь некоторого показателя  Y c факторами X1,X2,…,XM, влияющими на этот показатель:

Y = f (X1,X2,...,XM).
Факторы, влияющие на эффективность решения, называются также входными переменными (входными величинами, или независимыми переменными). Величина, характеризующая эффективность решения, называется выходной переменной (выходной величиной, или зависимой переменной). Во многих случаях в качестве входных переменных рассматриваются величины, на которые можно влиять: затраты ресурсов на реализацию решения, объемы производства, цены на выпускаемую продукцию и т.д. В качестве выходной переменной может использоваться прибыль, выручка, объем производства, процент брака и другие показатели, характеризующие эффективность принимаемого решения и зависящие от входных величин.

Классификация эконометрических моделей приведена в табл.2.1.

Значительная часть управленческих решений связана с распределением ресурсов. При выборе таких решений во многих случаях целью является максимизация объема производства или достижение заданного объема производства. Поэтому во многих эконометрических моделях входными переменными являются величины расхода ресурсов, а выходной переменной – объем выпускаемой продукции. При этом как входные, так и выходная переменные могут быть выражены как в денежном, так и в натуральном выражении. Эконометрические модели такого вида называются производственными функциями.

Особый класс эконометрических моделей составляют трендовые модели Y=f(t), отражающие изменение выходной величины во времени. Трендовые модели могут быть как линейными, так и нелинейными.

Эконометрические модели обычно применяются для решения следующих задач:

· определение тенденции изменения выходной переменной (рост, снижение, периодическое изменение и т.д.);

· определение вида зависимости выходной переменной от входных;

· прогнозирование значения выходной переменной при заданных значениях входных переменных;

· определение значений входных переменных, необходимых для достижения заданного значения выходной переменной;

· использование эконометрических моделей в качестве ограничений и/или целевых функций в задачах оптимизации.

Таблица 2.1

Классификация эконометрических моделей

Признак для классификации
Виды эконометрических моделей
Общий вид модели

Количество входных переменных
С одной входной переменной
Y = f(X)


С несколькими входными переменными
Y = f(X1,X2,...,XM)

Вид используемого уравнения
Линейные
Y = A0+A1X1+ A2X2+…+ AMXM


Нелинейные
Степенные:
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Показательные:
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Полиномиальные:

Y=
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где S – некоторое число (степень модели)



Смешанные и т.д.

Важно отметить, что в эконометрической модели невозможно учесть все факторы, влияющие на выходную величину. Поэтому эконометрические модели отражают лишь тенденции связи между исследуемыми величинами, но не позволяют в точности определить, каким  будет значение выходной величины при определенных значениях входных величин. Например, можно построить эконометрическую модель связи между затратами на рекламу некоторой продукции и объемом ее сбыта. Если эта модель будет достаточно точной, то с ее помощью можно будет определить, каким будет средний объем сбыта продукции при определенных затратах на рекламу (например, при затратах в размере 20 тыс. ден.ед.). Однако точно установить, каким будет объем сбыта при затратах на рекламу в размере 20 тыс. ден.ед., невозможно, так как на объем сбыта влияет не только размер затрат на рекламу, но и многие другие факторы.

В большинстве случаев эконометрические модели составляются на основе статистических данных о значениях входных и выходных переменных. Для построения эконометрической модели могут использоваться данные, собранные за длительный период времени (например, за несколько лет), или данные, собранные на определенный момент времени по нескольким объектам (например, по нескольким предприятиям). Построение эконометрической модели включает следующие основные этапы: 1) выбор вида эконометрической модели (линейная, степенная и т.д.); 2) определение коэффициентов эконометрической модели (A0, A1,…,AM); 3) проверку адекватности эконометрической модели.

Основным методом, применяемым для определения коэффициентов эконометрических моделей, является метод наименьших квадратов. Рассмотрим сущность этого метода на примере построения эконометрической модели с одной входной переменной. 

Пусть из статистических данных известно N значений входной переменной X (обозначим их как x1,x2,…,xN) и соответствующие им значения выходной переменной Y (y1,y2,…,yN). Предполагается, что переменная Y зависит от X. Требуется построить эконометрическую модель зависимости между ними: Y=f(X). Например, если требуется построить линейную эконометрическую модель, то она будет иметь вид Y=A0+A1(X. Построение модели состоит в определении значений коэффициентов (для линейной модели это коэффициенты A0 и A1). 

Принцип работы метода наименьших квадратов состоит в следующем. Очевидно, что если модель связи между переменными X и Y будет построена правильно, то при подстановке в нее имеющихся значений X (x1,x2,…,xN) должны получаться значения Y, близкие к имеющимся (y1,y2,…,yN). Поэтому уравнение модели Y=f(X) строится таким образом, чтобы обеспечить минимальное значение следующей величины:
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где 
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, j=1,…,N – модельные значения выходной переменной Y, полученные путем подстановки значений xj, j=1,…,N, в построенное уравнение Y=f(X). Таким образом, модель, построенная по методу наименьших квадратов, в максимальной степени соответствует исходным данным. Величина Qe называется остаточной суммой квадратов, или суммой квадратов ошибки. Реализация метода наименьших квадратов может быть различной в зависимости от вида эконометрической модели.

2.2. Выбор вида эконометрической модели

В некоторых случаях вид эконометрической модели можно считать известным. Например, для описания зависимости объема производства от расхода ресурсов часто применяется степенная модель. Такая модель называется производственной функцией Кобба-Дугласа. Построение и применение таких моделей будет подробно рассмотрено в подразделе 2.7. 

Во многих случаях проверяется возможность построения линейной эконометрической модели. Широкое применение этих моделей объясняется тем, что методы прогнозирования выходных величин при заданных входных величинах, а также методы проверки адекватности в основном разработаны именно для линейных моделей.  

Пример.  В ходе разработки мероприятий по повышению качества продукции некоторой отрасли исследуется зависимость между затратами на входной  контроль  (проверку  качества  сырья)  и потерями предприятий из-за брака. Анализируются данные по шести предприятиям, приведенные в табл.2.2.

Таблица 2.2

Предприятие
1
2
3
4
5
6

Затраты на входной контроль, тыс.ден.ед
15
8
14
12
10
7

Потери от брака, тыс.ден.ед.
20
28
23
27
28
30

Требуется выяснить, имеется ли линейная связь между исследуемыми величинами.

Здесь затраты на входной контроль – входная (независимая) переменная X,  а потери от брака - выходная переменная Y,  характеризующая эффективность контроля качества. Для каждой из переменных известно по шесть значений (N=6). Например, на первом предприятии затраты на входной контроль за некоторый период времени составили 15 тыс. ден.ед.; потери этого предприятия от брака (за этот же период) составили 20 тыс. ден.ед.

Чтобы выяснить,  существует  ли линейная связь между исследуемыми величинами, находится коэффициент корреляции:
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где 

 и 

 - средние выборочные значения исследуемых величин:
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 - выборочные дисперсии исследуемых величин:
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Найдем коэффициент корреляции для рассматриваемого примера:



 = (15+8+14+12+10+7)/6 = 11;



 = (20+28+23+27+28+30)/6 = 26;



= ((15-11)2 + (8-11)2 + ...+ (7-11)2)/5 = 10,4;



 = 14;
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Коэффициент корреляции: Rxy = -0.93.

Если коэффициент корреляции близок к 1,  то можно считать,  что между исследуемыми величинами имеется линейная связь, причем с увеличением X увеличивается Y.  Если коэффициент корреляции близок к -1, то линейная связь существует,  но с ростом X уменьшается Y.  Если  коэффициент корреляции близок  к  нулю,  то величины X и Y не связаны друг с другом,  или связь между ними нелинейная.

Чтобы выяснить, можно ли считать коэффициент корреляции значимым (т.е. близким к 1 или к –1), определяется следующий критерий:
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Этот критерий сравнивается с величиной, определяемой по таблицам распределения Стьюдента и обозначаемой как Tтабл или 
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. Для определения Tтабл назначается величина ( (обычно - из диапазона от 0,05 до 0,1), называемая уровнем значимости. Находится также параметр распределения Стьюдента, называемый числом степеней свободы (s). В задаче, связанной с проверкой значимости коэффициента корреляции, s=N-2. 

Если выполняется условие T>
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, то коэффициент корреляции можно считать значимым. Это означает, что с вероятностью, равной 1-(, можно считать, что между исследуемыми величинами имеется линейная связь. Если T<
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, то коэффициент корреляции не является значимым. В этом случае можно считать, что линейной связи между исследуемыми величинами нет. 

В данном примере (при (=0,05, s=N-2=4) T=4,99, 
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=2,776. Можно считать, что линейная связь между затратами на входной контроль и потерями от брака существует.  Как и следовало ожидать, с увеличением затрат на входной контроль потери от брака снижаются. Таким образом, зависимость потерь от брака (Y) от затрат на входной контроль (X) может быть описана линейной эконометрической моделью: Y=A0+A1(X.

Если эконометрическая модель содержит только одну входную переменную (X), и коэффициент корреляции между исследуемыми величинами оказывается незначимым (т.е. линейная связь отсутствует), то для выбора вида эконометрической модели можно воспользоваться диаграммой рассеивания, т.е. графиком, на котором в виде точек указаны пары значений (xj, yj).

2.3. Построение и проверка линейных эконометрических моделей с одной входной переменной

2.3.1. Алгоритм построения и проверки модели

Пример. Требуется построить линейную модель зависимости потерь от брака (Y) от затрат на входной контроль (X) по данным из примера, приведенного в подразделе 2.2.

Как отмечено выше, основным методом построения эконометрических моделей является метод наименьших квадратов. Можно доказать, что значение суммы квадратов ошибки (2.1) будет наименьшим, если коэффициенты линейной модели A0  и A1 будут найдены путем решения следующей системы уравнений:
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Составим такую систему уравнений для рассматриваемого примера:

  6(A0 +  66(A1 =  156

66(A0 + 778(A1 = 1660.

 Решив эту систему уравнений, получим: A0 = 37,85, A1 = -1,08. Таким образом,  зависимость между затратами на входной  контроль (X)  и  потерями  от  брака (Y) может быть выражена следующей эконометрической моделью: Y = 37,85 – 1,08(X.

Построенная модель должна быть проверена на адекватность, т.е. на соответствие исходным данным. Модель является  адекватной  (достаточно точной),  если фактические величины yj (j=1,...,N), известные из статистических данных, близки к модельным значениям 
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, определяемым путем подстановки известных значений xj (j=1,…,N) в построенную модель. 

Чтобы выполнить проверку модели на адекватность, требуется найти модельные значения 
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 (j=1,…,N), а также следующие вспомогательные величины:
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Величина Qr называется суммой квадратов, обусловленной моделью, а величина Qe - остаточной суммой квадратов, или суммой квадратов ошибки (эта величина уже упоминалась выше при описании метода построения модели). 

Для проверки модели на адекватность находится следующий критерий:
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где k - количество коэффициентов модели, не считая A0  (для модели с одной входной переменной k=1).

Этот критерий сравнивается с величиной, определяемой по таблицам распределения Фишера и обозначаемой как Fтабл или 
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назначается величина ( (обычно - из диапазона от 0,05 до 0,1), называемая уровнем значимости. Находятся также параметры распределения Фишера, называемые числами степеней свободы (s1, s2). В задачах, связанных с проверкой адекватности линейных моделей, s1 = k, s2 = N-k-1. 

Если выполняется условие F>
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, то построенная линейная модель является адекватной, т.е. она достаточно точно описывает связь между исследуемыми величинами.

Выполним проверку адекватности для построенной эконометрической модели, описывающей связь потерь от брака с затратами на входной контроль.

Модельные значения Y:


[image: image26.wmf]1

y

v

=37,85-1,08(15=21,69;   
[image: image27.wmf]2

y

v

=37,85-1,08(8=29,23; 


[image: image28.wmf]3

y

v

=22,77;   
[image: image29.wmf]4

y

v

=24,92;   
[image: image30.wmf]5

y

v

=27,08;   
[image: image31.wmf]6

y

v

=30,31.

Сумма квадратов, обусловленная моделью:

Qr = (21,69-26)2  + (29,23-26)2  + ... +(30,31-26)2= 60,31.

Сумма квадратов ошибки:

Qe = (21,69-20)2 + (29,23-28)2 +...+ (30,31-30)2= 9,69.

Критерий для проверки адекватности модели:
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Числа  степеней  свободы  распределения Фишера: s1=1, s2=4. По значениям уровня значимости (=0,05 и числам степеней свободы s1=1, s2=4 из таблиц распределения Фишера находится 
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Так как F>
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, можно считать, что модель Y = 37,85-1,08(X достаточно точно описывает зависимость Y (потери от брака) от X (затраты на входной контроль).

Для оценки точности модели применяется также величина, называемая коэффициентом детерминации: 
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Эта величина показывает, какая часть разброса значений выходной переменной Y (т.е. различий между величинами y1,y2,…,yN) объясняется разбросом значений входной переменной X (т.е. различиями между величинами x1,x2,…,xN). Для данного примера R2=0,86. Это означает, что различия в значениях потерь от брака на 86% объясняются различиями в значениях затрат на входной контроль, и на 14% - другими факторами, не учтенными при построении эконометрической модели.

Примечание. Коэффициент детерминации применяется для выбора наиболее точной модели в случаях, когда вид модели заранее точно не известен, и строится несколько моделей (например, линейная модель и несколько нелинейных).

2.3.2. Построение и проверка модели с использованием табличного процессора Excel 
В табличном процессоре Excel имеются функции, позволяющие выполнять большую часть действий по построению и проверке ли​нейных эконометрических моделей.

Рассмотрим построение эконометрической модели, описывающей связь потерь от брака с затратами на входной контроль, в среде табличного процессора Excel. Пусть исходные данные введены в рабочий лист Excel, как показано на рис.2.1.
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 Рис.2.1. Рабочий лист Excel с исходными данными для построения эконометрической модели 

Примечание. При больших объемах данных удобнее вводить их не в строку, а в столбец.

Чтобы выяснить, можно ли использовать линейную модель для описания связи между исследуемыми ве​личинами, найдем коэффициент корреля​ции. В Excel для этого применяется функция КОРРЕЛ. В рассматривае​мом примере требуется в какой-либо свободной ячейке ввести следую​щее: =КОРРЕЛ(B1:G1;B2:G2). Здесь B1:G1 и B2:G2 - диапазоны ячеек, в которых располагаются исходные данные.

Для проверки значимости коэффициента корреляции необходимо найти критерий T по формуле (2.5) и сравнить его с табличным значением 
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Для расчета критерия T необходимо в любую свободную ячейку ввести формулу, реализующую расчет по формуле (2.5). При этом необходимо помнить, что все формулы в Excel начинаются со знака =. Величина 
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 нахо​дится с помощью функции СТЬЮДРАСПОБР со следующими аргументами (для данного примера): Вероятность - 0,05, Степени свободы - 4.
Примечание. Для получения величины 
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 с помощью функции СТЬЮДРАСПОБР в качестве аргумента “Вероятность” необходимо указывать именно значение (, а не (/2 (в данном примере – именно 0,05, а не 0,025).
Построение линейной эконометрической модели на основе метода наименьших квадратов, а также большая часть расчетов для ее проверки выполняются с помощью функции ЛИНЕЙН. Расчеты выполняются в следующем порядке.

1. С помощью "мыши" выделить группу ячеек из двух столбцов (по числу определяемых коэффициентов модели) и пяти строк (для то​го, чтобы получить не только коэффициенты модели, но и данные для ее проверки).

2. Выбрать из меню функцию ЛИНЕЙН (она находится в группе СТАТИСТИЧЕСКИХ функций).

3. В появившемся окне аргументов функции указать следующее:

Известные значения Y: B2:G2

Известные значения X: B1:G1

Константа: 1

Статистика: 1

После указания всех аргументов НЕ НАЖИМАТЬ кнопку OK!

Аргумент "Константа", равный 1, указывает, что при построении модели необходимо найти коэффициент A0 (если указать  для этого аргумента значение 0, то строится  модель Y=A1(X,  т.е.  коэффициент А0 считается равным нулю). Аргумент "Статистика",  равный 1,  означает, что необходимо вычислить не только коэффициенты A0 и A1, но и данные для проверки модели.

4. Нажать комбинацию клавиш CTRL-SHIFT-ENTER. Результаты функции ЛИНЕЙН выводятся в выбранные ячейки.

Пусть для вычисления функции ЛИНЕЙН были выбраны ячейки C4:D8. В резуль​тате рабочий лист будет иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.2.
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Рис.2.2. Результаты применения функции ЛИНЕЙН

Смысл величин, полученных в результате использования функции ЛИНЕЙН, показан на рис.2.3. Прочерками обозначены вспомогательные величины, не рассматриваемые в данном пособии.
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Рис.2.3. Смысл результатов применения функции ЛИНЕЙН

Здесь A1 и A0 - коэффициенты модели. Следует обратить внима​ние, что сначала указывается коэффициент А1, а затем - А0. Смысл величин R2, Qr, Qe, s2 и F рассмотрен выше.

Как показано в п. 2.3.1, для проверки адекватности модели необходимо сравнить величину критерия F, найденную по формуле (2.8), с табличной вели​чиной
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, определяемой по таблицам распределения Фишера. Значение критерия F имеется в результатах функции ЛИНЕЙН (см. рис.2.3). Для определения 
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 в Excel используется функция FРАСПОБР со следующими аргументами (для дан​ного примера):

Вероятность: 0,05

Степени_свободы1: 1

Степени_свободы2: 4

В результате применения этой функции будет получено значение 
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 означает, что построенная модель является адекватной, т.е. соответствует фактическим данным.

2.4. Применение линейной эконометрической модели с одной входной переменной

Основные возможности применения линейных эконометрических моделей следующие:

· интерпретация модели;

· прогнозирование значения выходной переменной при заданном значении входной переменной;

· определение значения входной переменной, необходимого для получения заданного значения выходной переменной.

2.4.1. Интерпретация модели

По эконометрической модели легко установить направление связи между входной и выходной переменными. Например, из модели, описывающей связь потерь от брака с затратами на входной контроль (Y = 37,85 – 1,08(X), видно, что чем выше затраты на входной контроль (X), тем ниже потери от брака (Y). 

Коэффициент А1 показывает,  на сколько в среднем изменится  выходная переменная
  Y  при  увеличении  входной  переменной X на единицу. Например,  в построенной выше модели коэффициент А1=‑1,08 означает, что увеличение затрат на входной контроль на одну тысячу денежных единиц позволяет снизить потери от брака в среднем на 1,08 тыс. ден.ед.

Коэффициент А0 представляет собой значение выходной переменной Y при X=0. Например, в рассматриваемой модели A0=37,85 - это средние потери от брака (в тыс. ден.ед.) при отсутствии затрат на входной контроль.

Примечание. В некоторых эконометрических моделях коэффициент А0 не имеет конкретного смысла. Это относится прежде всего к случаям, когда входная переменная X по смыслу задачи не может быть равной нулю. Например, если бы была построена линейная модель зависимости прибыли предприятия (Y) от численности работающих (X), то для коэффициента A0 в такой модели нельзя было бы указать конкретный смысл, так как величина X (численность работающих) не может быть равной нулю.

В некоторых  случаях требуется проанализировать влияние изменения переменной X на изменение Y не в абсолютных величинах, а в процентах. Для этого используется величина, называемая коэффициентом эластичности:
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Коэффициент эластичности показывает,  на сколько процентов  в среднем изменяется переменная Y при увеличении X на один процент.

Для приведенного  примера  коэффициент эластичности находится следующим образом:  E = ‑1.08(11/26 = -0.46. Это означает, что повышение расходов на входной контроль на 1% позволяет снизить потери от брака в среднем на 0,46%.

2.4.2. Прогнозирование значения выходной переменной при заданном значении входной переменной

Эконометрическая модель может применяться для прогнозирования значения входной переменной при известных значениях входных переменных.

Чтобы найти среднее ожидаемое значение выходной переменной Y, достаточно подставить в модель известное значение входной переменной X. 

Рассмотрим решение задачи прогнозирования выходной переменной для примера, приведенного выше. Пусть на некотором предприятии предполагается выделить на входной контроль 17 тыс. ден.ед. Можно ожидать, что потери предприятия, связанные с браком, составят в среднем 37,85-1,08(17=19,49 тыс. ден.ед.

Следует обратить внимание, что при подстановке входной величины в эконометрическую модель будет получено среднее ожидаемое значение выходной величины. Для приведенного примера это означает следующее. Пусть на большом количестве предприятий будет затрачено на входной контроль по 17 тыс. ден.ед. Конечно, при этом предполагается, что другие условия (объемы производства, используемые технологии и т.д.) на этих предприятиях примерно одинаковы.  Тогда потери этих предприятий, связанные с браком, будут составлять в среднем по 19,49 тыс. ден.ед. Однако на каждом из этих предприятий потери от брака будут отличаться от величины 19,49 тыс. ден.ед., и эти отличия могут быть значительными. Поэтому представляют интерес прогнозы выходной величины, полученные с заданной точностью, или интервальные оценки ожидаемой величины. 

Границы диапазона, в котором будет находиться выходная переменная Y при заданном значении входной переменной X0 с заданной вероятностью P, находятся по следующей формуле:
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где Y0 – среднее ожидаемое значение выходной переменной, найденное путем подстановки значения X0 в построенную линейную эконометрическую модель;
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 – величина, определяемая по таблицам распределения Стьюдента по уровню значимости (=1-P и числу степеней свободы s=N-2;

Qe – сумма квадратов ошибки, найденная по формуле (2.1);


[image: image48.wmf]X

 - среднее значение входной переменной, найденное по формуле (2.3).

Пусть для примера, рассмотренного выше, требуется с точностью 95% найти ожидаемые потери от брака при затратах на входной контроль в размере 17 тыс. ден.ед. 

В данном примере X0=17; P=0,95. Большинство величин, необходимых для определения диапазона выходной переменной по формуле (2.11), найдены выше: Y0=37,85-1,08(17=19,49; 
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=2,776 (для (=1-P=0,05, s=6-2=4); Qe=9,69; 
[image: image50.wmf]X

=11. Найдем сумму квадратов значений входной величины: 
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 = 152+82+142+122+102+72 = 778. Подставив эти величины в формулу (2.11), получим интервал 19,49 ( 5,89 = (13,6; 25,38). Это означает,  что при расходах на входной  контроль, равных 17 тыс. ден.ед.,  потери от брака с вероятностью 95% составят не менее 13,6 и не более 25,38 тыс. ден.ед.

2.4.3. Определение значения входной переменной для получения заданного значения выходной переменной

Эконометрическая модель может применяться для определения значений входных переменных, необходимых для достижения заданного значения выходной переменной. 

Рассмотрим решение такой задачи для примера, приведенного выше. Пусть требуется найти, сколько средств следует выделить на входной контроль, чтобы потери от брака составили не более 25 тыс. ден.ед. 

В данной задаче задано значение выходной переменной: Y=25. Требуется найти значение входной переменной X. Модель связи исследуемых величин построена выше: Y=37,85-1,08(X. Легко определить, что для Y=25 входная переменная X должна иметь значение X=11,9. Таким образом, чтобы потери от брака в среднем составляли 25 тыс. ден.ед., необходимо выделять на входной контроль 11,9 тыс. ден.ед.

Однако, как отмечено в п.2.4.2, таким образом можно определять только средние значения исследуемых величин. В данном примере это означает, что при затратах на входной контроль, равных 11,9 тыс. ден.ед, средние потери от брака составят 25 тыс. ден.ед.; однако в разных случаях величина потерь от брака будет различной (в том числе и большей, чем 25 тыс. ден.ед.). Поэтому представляет интерес значение входной переменной X, при котором выходная переменная Y будет с заданной вероятностью находиться в некотором желаемом диапазоне.

Значение X, при котором выходная переменная Y  с заданной вероятностью примет  значение не меньше  заданной  величины Y0, находится путем решения следующего уравнения:
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Значение X, при котором выходная переменная Y  с заданной вероятностью примет  значение не больше  заданной  величины Y0, находится путем решения следующего уравнения:
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Смысл всех величин, используемых в уравнениях (2.12) и (2.13), показан выше.

Примечание. В уравнениях (2.12) и (2.13) используется именно табличная величина 
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Из этих уравнений находится величина X. Так как эти уравнения достаточно сложны,  они  решаются  численными методами (или просто подбором значения X с помощью программных средств).

Пусть для рассматриваемого примера требуется найти, сколько средств необходимо выделить на входной контроль, чтобы с вероятностью 95% потери от брака не превысили 25 тыс. ден.ед. Величина расходуемых средств X находится путем решения уравнения (2.13). Чтобы составить это уравнение, из таблиц распределения Стьюдента найдем величину 
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; она равна 2,132. Все остальные величины, необходимые для составления уравнения, найдены выше. Уравнение будет иметь следующий вид:
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Рассмотрим решение этого уравнения средствами табличного про​цессора Excel. Все величины, необходимые для составления этого уравнения, также могут быть найдены средствами Excel. Определение коэффициентов модели (A0 и A1) показано выше (п.2.3.1, 2.3.2). Табличная величина 
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 (для данного примера - 
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) находится с по​мощью функции СТЬЮДРАСПОБР со следующими аргументами: Вероятность - 0,1, Степени свободы - 4. Для определения выборочного среднего значения и суммы квадратов величины X используются функции СРЗНАЧ и СУММКВ соответственно.

Примечание. Функция СТЬЮДРАСПОБР вычисляет табличное значение распределения Стьюдента для величины (/2, где ( - величина, указанная в качестве аргумента “Вероятность”. Поэтому для получения величины 
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 с помощью функции СТЬЮДРАСПОБР в качестве аргумента “Вероятность” необходимо указывать именно значение 0,1, а не 0,05. 
Пусть для удобства составления уравнения все величины, входя​щие в него, введены в рабочий лист Excel так, как показано на рис.2.4 (очевид​но, что данные можно разместить и по-другому). Обозначения в рабо​чем листе (A0, A1 и т.д.) приведены только для удобства.
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Рис.2.4. Рабочий лист Excel с исходными данными для определения значения входной переменной

Пусть значение X требуется получить в ячейке B12. Введем ле​вую часть уравнения (2.13) в какую-либо свободную ячейку (например, B13) в виде следующей формулы:

=A10+B10*B12+C10*КОРЕНЬ(D10/(E10-2))*
КОРЕНЬ(1+1/E10+(B12-F10)^2/(G10-E10*F10^2))

Примечание. Формула вводится в одну строку.

Чтобы решить это уравнение, воспользуемся функцией "Подбор пара​метра" из меню "Сервис". В окне, появившемся при вызове этой функции, необходимо указать следующее:

Установить в ячейке:
B13

Значение:
25

Изменяя значение ячейки: B12

Таким образом, при решении уравнения с помощью функции "Под​бор параметра" в строке "Установить в ячейке" указывается ячейка с левой частью уравнения, в строке "Значение" - правая часть уравне​ния, в строке "Изменяя значение ячейки" - ячейка, где необходимо получить корень уравнения.

Нажав кнопку OK, в ячейке B13 получим значение 15,8. Это оз​начает, что при выделении на входной контроль 15,8 тыс. ден.ед. по​тери от брака с вероятностью 0,95 (95%) не превысят величины 25 тыс. ден.ед. (или, другими словами, при затратах на входной контроль в размере 15,8 тыс. ден.ед. вероятность того, что потери от брака пре​высят 25 тыс. ден.ед., составляет только 5%).

Пусть требуется снизить потери от брака до величины не более 22 тыс. ден.ед. Найдем необходимую величину затрат на входной конт​роль. Задача решается так же, как показано выше; при использовании функции "Подбор параметра" в строке "Значение" вводится величина 22. В результате решения будет получено, что затраты на входной контроль должны составлять 19,63 тыс. ден.ед. Как и следовало ожидать, для снижения потерь от брака потребуется увеличить затраты на входной контроль.

2.5. Линейные эконометрические модели с несколькими входными переменными

2.5.1. Алгоритм построения и проверки модели

Линейная модель связи выходной переменной Y с входными переменными X1, X2,…,XM имеет следующий вид: Y = A0+A1(X1+ A2(X2+…+ AM(XM. Значения коэффициентов A0, A1,..., AM находятся по методу наименьших квадратов. Можно доказать, что сумма квадратов ошибки (2.1) будет минимальной, если коэффициенты A0, A1,..., AM определяются путем решения следующей системы из M+1 уравнения:
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       (2.14)                                                      

где xij, i=1,…,M,  j=1,…,N – значения входных переменных, известные из статистических данных (таким образом, для каждой входной переменной должно быть известно N значений); 

yj, j=1,…,N – значения выходной переменной, также известные из статистических данных (при этом каждое значение выходной переменной yj соответствует набору значений входных переменных x1j, x2j,…,xMj).

Пример. При  разработке  мероприятий по повышению качества продукции некоторой отрасли анализируется эффективность двух видов контроля  качества:  входного контроля и контроля в процессе производства.  Данные о затратах на эти виды контроля и о потерях от брака для шести предприятий приведены в табл.2.3.

Таблица 2.3

Предприятие
1
2
3
4
5
6

Затраты на входной контроль, тыс.ден.ед.
15
8
14
12
10
7

Затраты на контроль в процессе производства, тыс.ден.ед.
11
14
18
11
7
10

Потери от брака, тыс.ден.ед.
20
28
23
27
28
30

Требуется построить линейную модель связи потерь от брака с затратами на входной контроль и на контроль в процессе производства.

Здесь затраты  на  входной  контроль и на контроль в процессе производства – входные (независимые) переменные. Обозначим их как X1 и X2. Потери от брака (как и в предыдущем примере) – выходная переменная Y. Линейная эконометрическая модель связи между исследуемыми величинами будет иметь вид: Y=A0+A1(X1+A2(X2. Для определения коэффициентов A0, A1, A2 по методу наименьших квадратов требуется составить систему из трех уравнений согласно формуле (2.14):
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Для рассматриваемого примера эта система уравнений будет иметь следующий вид:

  6(A0 +   66(A1 +  71(A2 =  156

66(A0 + 778(A1 + 801(A2 = 1660

71(A0 + 801(A1 + 911(A2 = 1819.

Решив эту систему уравнений, получим: A0 = 38,5; A1 = -1,04; A2 = -0,09. Таким образом,  зависимость потерь  от  брака (Y) от затрат на входной  контроль (X1)  и затрат на контроль в процессе производства (X2) может быть выражена следующей эконометрической моделью: Y = 38,5 - 1,04(X1‑ 0,09(X2.

Проверка модели на адекватность выполняется точно так же, как и для моделей с одной входной переменной. 

Сначала находятся модельные значения выходной переменной 
[image: image64.wmf]j
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, j=1,…,6. Для этого известные значения входных переменных, приведенные в табл.2.3, подставляются в построенную модель. Например, 
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=38,5-1,04(15-‑ 0,09(11 = 21,9.

По формулам (2.7) находятся величины Qr (сумма квадратов, обусловленная моделью) и Qe (сумма квадратов ошибки). Для данного примера Qr=60,78; Qe=9,22. По формуле (2.8) находится значение критерия F для проверки адекватности модели: F=9,89 (при вычислении F используется значение k=2, так как построенная модель содержит два коэффициента, не считая A0). 

Критерий F необходимо сравнить с величиной, определяемой из таблиц распределения Фишера (
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). Для уровня значимости (=0,05 и числа степеней свободы s1=k=2, s2=N-k-1=3, из таблиц распределения Фишера находится значение 
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 = 9,55. Так как условие F>
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  выполняется, можно считать, что построенная модель является адекватной, т.е. достаточно точно описывает связь потерь от брака с затратами на входной контроль и на контроль в процессе производства.

2.5.2. Построение и проверка модели с использованием 
табличного процессора Excel
Для построения линейной эконометрической модели удобно воспользоваться табличным процессором Excel (см. п. 2.3.2). Пусть исходные данные для построения модели введены в рабочий лист Excel, как показано на рис.2.5.
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 Рис.2.5. Рабочий лист Excel с исходными данными для построения линейной эконометрической модели с двумя входными переменными

Для построения модели воспользуемся функцией ЛИНЕЙН. Сначала необходимо с помощью "мыши" выделить группу ячеек из трех столбцов (по числу определяемых коэффициентов модели) и пяти строк (для то​го, чтобы получить данные для проверки модели). Затем вводится функция ЛИНЕЙН со следующими аргументами:

Известные значения Y: B3:G3

Известные значения X: B1:G2

Константа: 1

Статистика: 1

После нажатия комбинации клавиш CTRL-SHIFT-ENTER результаты функции ЛИНЕЙН выводятся в выбранные ячейки.

Пусть для вычисления функции ЛИНЕЙН были выбраны ячейки B5:D9. Резуль​таты будут иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.6.
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-0,09
-1,04
38,50




6

0,22
0,26
3,24
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9,89
3,00
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9
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9,22
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Рис.2.6. Результаты применения функции ЛИНЕЙН

Здесь в ячейках B5, C5, D5 указаны коэффициенты A2, A1, A0 (именно в таком порядке). В ячейках B9 и C9 указаны величины Qr  и Qe, в ячейке B8 – значение критерия F, в ячейке B7 – коэффициент детерминации. В ячейках с обозначениями #Н/Д не выводится никаких данных.

Вели​чина 
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s

;

1

s

;

F

a

, необходимая для проверки адекватности модели, находится с помощью функции FРАСПОБР со следующими аргументами (для дан​ного примера):

Вероятность: 0,05

Степени_свободы1: 2
Степени_свободы2: 3

В результате применения этой функции будет получено значение 
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=9,55. Эта величина сравнивается с F=9,89. Выполнение условия F>
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 означает, что построенная модель достаточно точна.

2.5.3. Применение модели

Возможности применения линейных эконометрических моделей с несколькими входными переменными в основном те же, что и для моделей с одной входной переменной.

Коэффициенты модели Аi (i=1,…,M) показывают,  на сколько в среднем изменится  выходная переменная  Y  при  увеличении  входной  переменной Xi на единицу (при неизменных значениях остальных входных переменных). Например,  в модели, описывающей связь потерь от брака с затратами на различные виды контроля качества (см. п.2.5.1), коэффициент А1=‑1,04 означает, что увеличение затрат на входной контроль на одну тысячу денежных единиц позволяет снизить потери от брака в среднем на 1,08 тыс. ден.ед. Коэффициент A2=-0,09 означает, что увеличение затрат на контроль в процессе производства на тысячу денежных единиц позволяет снизить потери от брака только на 0,09 тыс. ден.ед. Из значений А1 и А2 можно  сделать  вывод,  что  входной контроль на предприятиях данной отрасли значительно эффективнее,  чем контроль  в  процессе производства.

Коэффициент А0 представляет собой приближенную оценку выходной переменной Y в случае, когда все входные переменные равны нулю. Для рассматриваемого примера A0=38,5 - это средние потери от брака (в тыс. ден.ед.) при отсутствии затрат на входной контроль и на контроль в процессе производства.

На основе линейной эконометрической модели для каждой из входных переменных можно найти коэффициент эластичности:
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Для рассматриваемого примера E1=-0,44, E2=-0,04. Это означает,  что повышение расходов на входной контроль  на 1% позволяет снизить потери от брака в среднем на 0,44%. Повышение расходов на контроль в процессе производства на 1% приводит к снижению потерь от брака только на 0,04%.

Модель может применяться также для прогнозирования среднего значения выходной переменной при заданных значениях входных переменных. Пусть, например, предполагается расходовать на входной контроль 17 тыс. ден.ед., а на контроль в процессе производства - 12 тыс. ден.ед.  Можно  ожидать, что потери предприятия, связанные с браком, составят в среднем 38,5‑1,04(17‑0,09(12  = 19,74 тыс. ден.ед. 

Линейные эконометрические модели могут применяться также в качестве целевых функций и/или ограничений в задачах оптимизации.

2.6. Трендовые модели

Трендовая модель Y=f(t) – это эконометрическая модель, отражающая тенденцию (тренд) изменения некоторой величины во времени. Входной переменной в трендовой модели является время (t), а выходной – некоторая величина, изменяющаяся во времени (Y). Трендовые модели могут быть как линейными, так и нелинейными.

Построение и применение трендовых моделей рассмотрим на следующем примере. 

Пример. При составлении плана производства некоторого товара анализируется спрос на этот товар за последние 10 лет. Данные о спросе приведены в табл.2.4.

Таблица 2.4

Год
1993
1994
1995
1996
1997
1998
1999
2000
2001
2002

Спрос, 
тыс. штук
212
218
247
243
266
302
328
319
342
356

Требуется построить модель, отражающую тенденцию изменения спроса на товар, и найти прогноз спроса на товар на очередной (2003) год с точностью 95%.

В качестве входной переменной при построении модели будем использовать номер года: первый год, для которого имеются данные, получает номер 1, второй – номер 2, и т.д. Исходные данные для построения модели приведены в табл.2.5. 

Таблица 2.5

Номер года (t) 
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

Спрос (Y), 
тыс. штук
212
218
247
243
266
302
328
319
342
356

Выясним, можно ли использовать линейную модель для описания изменения спроса за последние 10 лет. Для этого найдем коэффициент корреляции между номером года (t) и спросом (Y) по формуле (2.2). Для рассматриваемого примера Rty = 0,98. Чтобы проверить значимость коэффициента корреляции, найдем критерий T по формуле (2.5): T=14,38. Этот критерий требуется сравнить с величиной, определяемой по таблицам распределения Стьюдента: 
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, значит, коэффициент корреляции значим. Изменение спроса на товар может быть описано линейной моделью.

Примечание. В данном примере проверка значимости коэффициента корреляции не обязательна, так как его значение (0,98) очень близко к 1.

Построим линейную модель зависимости спроса (Y) от номера года (t), как показано в п.2.3.1 или 2.3.2. Будет получена следующая модель: Y=189,47 +
+ 17,06(t. 

Коэффициент 17,06 означает, что за последние 10 лет спрос на изделие увеличивался в среднем на 17,06 тыс. штук в год. 

Найдем прогноз спроса на очередной год с точностью 95%. Для этого воспользуемся формулой (2.11). В качестве входной переменной (X) здесь используется номер года (t). Найдем величины, необходимые для применения этой формулы: X0=11 (номер очередного года), Y0=189,47+17,06(11 =
= 377,13; N=10; 
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=385. Подставив эти величины в формулу (2.11), получим интервал 377,13(27,11 = 
(350,02; 404,24). Это означает, что с вероятностью 95% спрос на данный товар в очередном (2003) году составит не менее 350,02 и не более 404,24 тыс. штук.

2.7. Нелинейные эконометрические модели. Производственные функции Кобба-Дугласа

Построение и применение нелинейных эконометрических моделей рассмотрим на примере производственных функций. Производственная функция – это эконометрическая модель, в которой входными переменными являются величины расхода ресурсов, а выходной переменной – объем выпускаемой продукции. При этом как входные, так и выходная величины могут быть выражены как в денежном, так и в натуральном выражении. Производственные функции широко применяются в качестве моделей производственных процессов для крупных экономических единиц (для крупных предприятий и объединений, регионов, экономики в целом). 

Чаще всего применяется производственная функция Кобба-Дугласа – степенная эконометрическая модель следующего вида:
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где Y – величина, характеризующая результаты производства (обычно – объем производства);

X1, X2,…, XM – факторы, влияющие на результаты производства (обычно – величины расхода ресурсов);

A0, A1, A2,…, AM – коэффициенты, определяемые при построении производственной функции.

Как отмечено выше, основным методом построения эконометрических моделей является метод наименьших квадратов. Однако этот метод предназначен для построения линейных моделей. Поэтому нелинейные эконометрические модели обычно строятся в следующем порядке: 1) с помощью каких-либо математических преобразований выполняется переход к линейной модели; 2) выполняется построение линейной модели, т.е. определяются ее коэффициенты на основе метода наименьших квадратов; 3) выполняется переход к нелинейной эконометрической модели. Применяемые при этом математические преобразования могут быть различными в зависимости от вида эконометрической модели, которую требуется построить.

2.7.1. Алгоритм построения производственной функции Кобба-Дугласа

Пример. В ходе разработки мероприятий по повышению эффективности работы металлургических предприятий требуется построить модель зависимости объема производства от используемых ресурсов. Имеются данные об использовании ресурсов и объеме производства (в год) по шести предприятиям данной отрасли (см. табл.2.6).

Таблица 2.6


1
2
3
4
5
6

Расход энергии, млн кВт(ч
700
500
800
400
600
1000

Используемое основное оборудование, шт
30
25
40
25
35
45

Трудовые ресурсы, 

тыс. человеко-дней
900
850
1500
700
1200
1600

Объем производства, млн т
98
70
146
68
100
118

Построим требуемую модель в виде производственной функции Кобба-Дугласа:
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где Y – объем производства;

X1, X2, X3 – используемые ресурсы (энергия, основное оборудование, трудовые ресурсы).

Производственная функция строится в следующем порядке.

1. Выполняется переход к линейной функции. Для этого выполня​ется логарифмирование производственной функции:

ln Y = ln A0 + A1 ( ln X1 + A2 ( ln X2 + A3 ( ln X3.

Введем обозначения: ln Y = Z; ln A0 = B0; ln Xi = Ui (i=1,...,3). Таким образом, выполнен переход к линейному уравнению:

Z = B0 + A1(U1 + A2(U2 + A3(U3.                                                           (2.18)

Это уравнение представляет собой линейную модель зависимости выходной переменной Z от входных переменных U1, U2, U3, т.е. модель зависимости логарифма выходной переменной Y от логарифмов входных переменных X1, X2, X3.

2. Находятся значения новых переменных U1, U2, U3 и Z  (табл.2.7).

Таблица 2.7
Номер предприятия
1
2
3
4
5
6

U1 = ln X1
6,55
6,21
6,68
5,99
6,40
6,91

U2 = ln X2
3,40
3,22
3,69
3,22
3,56
3,81

U3 = ln X3
6,80
6,75
7,31
6,55
7,09
7,38

Z = ln Y
4,58
4,25
4,98
4,22
4,61
4,77

Здесь, например, 6,55 = ln 700.

3. На основе метода наименьших квадратов определяются коэффи​циенты линейной модели (2.18): B0, A1, A2, A3. Для этого по формулам (2.14) составляется следующая система уравнений:
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Здесь N - количество имеющихся значений (в данном примере N=6). Для данного примера система уравнений для определения  B0, A1, A2, A3 имеет следующий вид:

6(B0 +  38,75(A1 +  20,89(A2 +  41,88(A3 =   27,41

38,75(B0 +250,76(A1 +135,27(A2 +270,94(A3 = 177,45

20,89(B0 +135,27(A1 +  73,03(A2 +146,21(A3 =   95,77

41,88(B0 +270,94(A1 +146,21(A2 +292,87(A3 = 191,78.

Решив эту систему, получим: B0 = -0,47; A1 = 0,22; A2 = 0,43; A3 = 0,31. Таким образом, для производственной функции (2.17) найдены коэффициенты A1, A2, A3.

4. Находится коэффициент производственной функции A0:
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Таким образом, коэффициенты производственной функции (2.17) найдены: A0 = 0,63; A1 = 0,22; A2 = 0,43; A3 = 0,31. Зависимость объема производства (Y) от рас​хода энергии (X1), количества используемого оборудования (X2) и трудовых ресурсов (X3) может быть выражена следующей формулой:
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2.7.2. Построение производственной функции с использованием табличного процессора Excel

Табличный процессор Excel имеет встроенные функции для пост​роения линейных моделей зависимости между исследуемыми величинами. Поэтому нелинейные эконометрические модели строятся в Excel в том же порядке, что и в алгоритме, рассмотренном в п.2.7.1: сначала вы​полняется переход к линейной модели, а затем - ее построение на основе метода наименьших квадратов.

Рассмотрим построение производственной функции средствами Ex​cel для примера, приведенного в п.2.7.1. Пусть исходные данные введены в рабочий лист Excel, как показано на рис.2.7.


A
B
C
D
E
F
G

1
Расход энергии (X1)
700
500
800
400
600
1000

2
Основное оборудование (X2)
30
25
40
25
35
45

3
Трудовые ресурсы (X3)
900
850
1500
700
1200
1600

4
Объем производства (Y)
98
70
146
68
100
118

Рис.2.7. Рабочий лист Excel с исходными данными для построения производственной функции Кобба-Дугласа

 Для перехода к линейной модели выполним логарифмирование, ис​пользуя для этого функцию LN. Результаты показаны на рис.2.8.


A
B
C
D
E
F
G

1
Расход энергии (X1)
700
500
800
400
600
1000

2
Основное оборудование (X2)
30
25
40
25
35
45

3
Трудовые ресурсы (X3)
900
850
1500
700
1200
1600

4
Объем производства (Y)
98
70
146
68
100
118

5








6
U1 = ln X1
6,55
6,21
6,68
5,99
6,40
6,91

7
U2 = ln X2
3,40
3,22
3,69
3,22
3,56
3,81

8
U3 = ln X3
6,80
6,75
7,31
6,55
7,09
7,38

9
Z = ln Y
4,58
4,25
4,98
4,22
4,61
4,77

Рис.2.8. Рабочий лист Excel с данными для перехода к линейной модели

Например, в ячейке B6 следует ввести формулу =LN(B1).

Для определения коэффициентов линейной модели (2.18) используем функцию ЛИНЕЙН. Построение выполняется в следующем порядке. С помощью "мыши" следует выделить четыре любых свободных ячейки, например, B11:E11. Затем следует выбрать из меню функцию ЛИНЕЙН (она находится в группе СТАТИСТИЧЕСКИХ функций). В окне аргументов функции требуется указать следующее:

Известные значения Y: B9:G9

Известные значения X: B6:G8

Константа: 1

Статистика: 1

После ввода аргументов функции не нажимать кнопку ОК. Для получения результата на​жать комбинацию клавиш CTRL-SHIFT-ENTER. Результат будет иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.9.


A
B
C
D
E
F
G

…








11

0,31
0,43
0,22
-0,47



Рис.2.9. Результаты функции ЛИНЕЙН

В ячейках B11:E11 получены коэффициенты линейной модели (2.18): A3, A2, A1, B0 (имен​но в таком порядке). Для построения степенной производственной функции (2.17) требуется получить коэффициент A0. Так как B0=ln A0, для получения A0 используем функцию EXР. Для этого в любой свободной ячейке необходимо ввести формулу =EXР(E11). Будет получен следующий результат: 0,63. Таким образом, построена производственная функция Кобба-Дугласа:
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2.7.3. Применение производственных функций 

Производственная функция может использоваться для прогнозиро​вания результатов производства при заданном объеме используемых ресурсов. Для этого требуется подставить известные объемы исполь​зования ресурсов (X1,X2,...,XM) в производственную функцию.

Пусть, например, имеется возможность использовать 500 млн кВт(ч энергии, 20 единиц оборудования и 950 тыс. человеко-дней трудовых ресурсов. Можно ожидать, что объем про​изводства при таких затратах ресурсов будет близок к следующей величине:

Y = 0,63(5000,22(200,43(9500,31
= 75,1 млн тонн.

На основе производственной функции Кобба-Дугласа легко определить коэффициенты эластичности. Напомним, что коэффициент эластичности по​казывает, на сколько процентов изменяется выходная переменная при увеличении входной переменной на один процент (при условии, что значения остальных входных переменных не изменяются). Коэффициенты эластичности равны коэффициентам производственной функции Кобба-Дугласа A1, A2,...,AM (где M - количество видов ресурсов).

В рассматриваемом примере величина A1=0,22 означает, что увеличение расхода энергии на один процент приведет к увеличению объема про​изводства в среднем на 0,22% (при неизменном количестве оборудова​ния и трудовых ресурсов). Увеличение количества оборудования на один процент (также при неизменных значениях других ресурсов) приводит к увели​чению объема производства на 0,43%; увеличение трудовых ресурсов на один процент увеличивает объем производства на 0,31%.

Коэффициент A0 представляет собой приближенную оценку объема производства в слу​чае, когда расход каждого из ресурсов равен единице (т.е. при X1=X2=...=XM=1). Однако необходимо учитывать, что этот коэффициент не всегда имеет смысл. Например, в задачах, где расход каждого из ре​сурсов (по содержанию задачи) всегда значительно больше единицы, этот коэффициент может оказаться очень неточной оценкой.

Производственные функции, как и другие эконометрические модели, могут применяться также при решении задач оптимизации в качестве целевых функций и/или ограничений. Примеры такого применения производственных функций рассматриваются ниже.

2.8. Оптимизация и выбор решений на основе эконометрических моделей

Эконометрические модели могут использоваться в качестве кри​териев оптимизации (целевых функций) или ограничений в задачах оп​тимизации различных видов. Если в задаче оптимизации используются линейные эконометрические модели, то такая задача представляет собой задачу линейного программирования; для решения таких задач можно применять, например, симплекс-метод. Если в задаче оптимизации используются нелинейные эконометрические модели (например, производственные функции Кобба-Дугласа), то такая задача представляет собой задачу нелинейного программирования.

Приведем примеры решения задач оптимизации с использованием производственных функций Кобба-Дугласа.

2.8.1. Определение оптимального количества ресурсов для обеспечения максимального объема производства при ограничениях на затраты

Постановка данной задачи следующая. Для производства некоторой продукции используются ресурсы нескольких видов (обозначим количество видов ресурсов как M). Зависимость объема производства от расхода ресурсов описывается производственной функцией Кобба-Дугласа (2.16). Известны цены на  ресурсы: С1, С2,...,CM. На закупку ресурсов может быть выделена денежная сумма, не превышающая некоторой величины C. Требуется най​ти, сколько ресурсов каждого вида требуется приобрести на имеющие​ся средства, чтобы объем производства, достигнутый за счет исполь​зования этих ресурсов, был максимальным.

Обозначим количество закупаемых ресурсов как X1,X2,...,XM. Составим математическую модель задачи:
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Здесь A1, A2,...,AM - коэффициенты производственной функции.

Данная задача решается методами нелинейного программирования (например, градиентными методами).

Пример. На расширение производства на металлургическом предприятии выделено 25 млн ден.ед. Цена одного киловатт-часа энергии - 0,6 ден.ед., одной единицы оборудования - 0,5 млн ден.ед., одного че​ловеко-дня - 700 ден.ед. Определить, сколько требуется закупить ре​сурсов каждого вида, чтобы объем производства за счет их использо​вания был максимальным.

Обозначим через Х1 количество закупаемой энергии (в миллионах кВт(ч), через Х2 - количество единиц оборудования, через Х3 - трудовые ресурсы (в тысячах человеко-дней). Все цены будем выра​жать в миллионах ден.ед.

Составим математическую модель задачи:
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Данная задача представляет собой задачу нелинейного програм​мирования (так как нелинейной является целевая функция). Требование целочисленности для переменной X2 связано с тем, что эта переменная обозначает количество единиц оборудования. 

Решим эту задачу, используя табличный процессор Excel. Предположим, что результаты (значения переменных X1, X2, X3) желательно получить в ячейках B14, C14, D14 соответственно. В этих ячейках введем произвольные начальные значения, например, единицы.

В ячейке B15 введем формулу целевой функции:

=0,63*(B14^0,22)*(C14^0,43)*(D14^0,31)

В ячейке B16 введем формулу левой части ограничения:

=0,6*B14+0,5*C14+0,7*D14

В ячейке D16 введем правую часть ограничения: 25. Укажем так​же некоторые поясняющие обозначения (хотя это необязательно).  Ра​бочий лист будет иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.10.
Использованные на рабочем листе обозначения X1,X2,X3, ->, <= и т.д. не обязательны. Величины 0,63 и 1,8 получены для начальных значений переменных, равных еди​нице (можно указать и другие значения).
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Рис.2.10. Рабочий лист Excel для решения задачи максимизации
объема производства

Для решения задачи из меню "Сервис" выберем элемент "Поиск решения". В поле "Установить целевую ячейку" указывается ячейка B15, где находится формула целевой функции. Используя переключатели, указываем, что требуется установить целевую ячейку (B15) "равной максимально​му значению" (т.е. целевая функция подлежит максимизации). В поле "Изменяя ячейки" указываем ячейки, в которых должны находиться значения переменных: B14:D14.

В области "Ограничения" вводятся ограничения задачи. Для начала их ввода требуется нажать кнопку "Добавить". В появившемся окне "Добавление ограничения" в поле "Ссылка на ячейку" указывается ячейка, где за​писана левая часть ограничения, а в поле "Ограничение" - ячейка с правой частью ограничения. Для ввода ограничения на затраты требу​ется в поле "Ссылка на ячейку" указать ячейку B16, выбрать знак ограничения (<=), а в поле "Ограничение" указать ячейку D16. Для ввода ограничения следует нажать кнопку "Добавить". Затем следует ввести ограничение на неотрицательность переменных: B14:D14 >= 0. Требуется также ввести ограничение на целочисленность переменной X2: в поле "Ссылка на ячейку" указать ячейку C14, а в поле знака ограничения выбрать отметку “цел”. После ввода всех ограничений требуется нажать OK.

Для решения задачи требуется нажать кнопку "Выполнить". После появления окна с сообщением о том, что решение найдено, следует установить переключатель "Сохранить найденное решение" и нажать ОК. Рабочий лист Excel будет иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.11.
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Рис.2.11. Рабочий лист Excel с результатами решения задачи максимизации объема производства

Таким образом, X1 = 9,69; X2 = 22; X3 = 11,7. Это означает, что на 25 млн ден.ед. следует приобрести 9,69 млн кВт(часов энергии, 22 единицы оборудования и 11,7 тыс. человеко-дней трудовых ресурсов. Объем производства при этом будет максимальным и составит (в среднем) 8,41 млн тонн.

2.8.2. Определение оптимального количества ресурсов для обеспечения заданного объема производства при минимальных затратах

Постановка данной задачи следующая. Для производства некоторой продукции используются ресурсы M видов. Зависимость объема производства от расхода ресурсов описывается производственной функцией Кобба-Дугласа (2.16). Известны цены на  ресурсы: С1, С2,...,CM.  Необходимо обеспечить объем производства в размере Y (величина Y задана). Требуется най​ти, сколько ресурсов каждого вида необходимо приобрести, чтобы обеспечить заданный объем произ​водства с минимальными затратами.

Обозначим количество  закупаемых  ресурсов  как X1, X2,...,XM. Составим математическую модель задачи:

C1(X1 + C2(X2 + ... + CM(XM (min
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Пример. Металлургическому предприятию требуется выпустить не менее 10 млн тонн продукции. Цены на ресурсы, а также производственная функция, описывающая зависимость объема производства от расхода ресурсов, приведены в предыдущем примере. Требуется определить, сколько следует закупить ресурсов каждого вида, чтобы обеспечить задан​ный объем производства с минимальными затратами.

Обозначим через Х1, Х2, Х3 количество закупаемых ресурсов. Составим математическую модель задачи:

0,6(X1 + 0,5(X2 + 0,7(X3 (min
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Решим эту задачу, используя Excel. Пусть, как и в предыдущей задаче, требуется получить результаты в ячейках B14, C14, D14.

В ячейке B15 введем формулу целевой функции:

=0,6*B14+0,5*C14+0,7*D14

В ячейке B16 введем формулу левой части ограничения:

=0,63*(B14^0,22)*(C14^0,43)*(D14^0,31)

В ячейке D16 введем правую часть ограничения: 10.

Для решения задачи из меню "Сервис" выберем элемент "Поиск решения". Дальнейшие действия выполняются так же, как показано в предыду​щем примере. Имеется только одно отличие: необходимо указать, что требуется установить целевую ячейку (B15) "равной минимальному значению".

После решения задачи рабочий лист Excel будет иметь примерно такой вид, как показано на рис.2.12.
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Рис.2.12. Рабочий лист Excel с результатами решения задачи обеспечения заданного объема производства при минимальных затратах

Таким образом, X1 = 11,38; X2 = 27; X3 = 13,74. Это означает, что для обеспечения выпуска 10 млн т продукции с минимальными затратами необходимо приобрести 11,38 млн кВт(часов энергии, 27 единиц оборудования и 13,74 тыс. человеко-дней трудовых ресурсов. Затраты на закупку ресурсов при этом составят примерно 29,95 млн ден.ед.

2.8.3. Определение оптимального количества ресурсов для обеспечения максимального объема производства на единицу затрат

Постановка данной задачи следующая. Требуется определить, сколько ресурсов каждого вида требуется приобрести, чтобы обеспе​чить максимальный объем производства на каждую единицу средств, израсходованных на закупку ресурсов (т.е. обеспечить максимальную удельную эффективность). При этом практически всегда имеется огра​ничение на величину денежных средств, выделяемых на закупку ресур​сов (C). Как правило, задан также необходимый объем производства (Y). Зависимость объема производства от расхода ресурсов описывается производственной функцией Кобба-Дугласа (2.16). Известны также цены на ресурсы: С1, С2,...,CM.

Обозначим количество  закупаемых  ресурсов  как X1, X2,...,XM. Составим математическую модель задачи:
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Пример. Металлургическому предприятию требуется выпустить не менее 7 млн тонн продук​ции. На закупку ресурсов выделено 25 млн ден.ед. Цены на ресурсы, а также производственная функция, описывающая зависимость объема производства от расхода ресурсов, те же, что и в предыдущем примере. Требуется определить, сколько необходимо закупить ресурсов каждого вида, чтобы обеспечить максимальный объем произ​водства на единицу затраченных денежных средств.

Составим математическую модель задачи:
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Эту задачу можно решить с помощью табличного процессора Excel, как показано выше. Решив данную задачу, получим: X1 = 7,72; X2 = 19; X3 = 9,33. Таким образом, чтобы обеспечить максималь​ный выпуск продукции на единицу затраченных средств (при соблюде​нии заданных ограничений на расходы и на объем производства), сле​дует приобрести 7,72 млн кВт(часов энергии, 19 единиц оборудования и 9,33 тыс. человеко-дней трудовых ресурсов. Затраты на закупку ресурсов при этом составят 20,66 млн ден.ед. Будет выпущено 7 млн тонн продук​ции. Объем производства на единицу затрат (целевая функция) соста​вит 0,34 тонны продукции на каждую затраченную денежную единицу.
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