2. ПРИНЯТИЕ  РЕШЕНИЙ  НА  ОСНОВЕ  МЕТОДА МОНТЕ-КАРЛО

2.1. Принципы применения метода Монте-Каpло для решения задач оптимизации

Метод Монте-Каpло представляет собой универсальный метод, применяемый для приближенного решения задач самых различных классов:  вероятностных и детерминированных, дискретных и непрерывных, задач моделирования и оптимизации и т.д.

Вероятностные задачи – это любые задачи, связанные с анализом случайных явлений (случайных событий, величин, процессов). Детерминированные задачи – это задачи, в постановке которых нет никаких случайных факторов.

Дискретные задачи – это задачи, в которых все анализируемые величины могут принимать значения только из некоторого конечного множества допустимых значений. Непрерывные задачи – это задачи, в которых анализируемые величины могут принимать любые значения из некоторого диапазона (этот диапазон может быть как ограниченным, так и неограниченным). 

Задачи моделирования – это задачи, связанные с имитацией некоторого объекта (например, сложной технической системы) или явления (например, процесса развития отрасли) с целью определения его характеристик. Задачи оптимизации – это задачи, в которых требуется выбор лучшего из нескольких возможных вариантов решения.

Большинство практических задач не могут быть однозначно отнесены к одному из приведенных выше классов, а содержат элементы, характерные для нескольких из этих классов.

В данном пособии основное внимание уделяется применению метода Монте-Карло для решения детерминированных задач оптимизации (как дискретных, так и непрерывных).

Решение задач оптимизации методом Монте-Карло в большинстве случаев основано на многократном случайном выборе вариантов решений и их сравнении. При достаточном количестве испытаний (т.е. вариантов решения, выбранных случайным образом) находится решение, близкое к оптимальному. Во многих (но не во всех) случаях находится оптимальное решение.

Метод Монте-Карло основан на применении случайных равномерно распределенных чисел (СРРЧ). Расчет (розыгрыш) СРРЧ выполняется по специальным алгоритмам, позволяющим получать бесконечную последовательность таких чисел. Эти алгоритмы разработаны таким образом, что СРРЧ всегда принимают значения из диапазона от нуля до единицы. При этом СРРЧ обладают следующими свойствами:

· равномерность: СРРЧ могут принимать значения из любой части диапазона (0;1) с одинаковой частотой;

· случайность: в последовательности СРРЧ нет какой-либо закономерности;

· независимость: любое из значений СРРЧ не зависит от предыдущих СРРЧ.

Все это позволяет рассматривать СРРЧ как случайные величины, распределенные по равномерному закону в диапазоне от нуля до единицы.

Алгоритмы для получения СРРЧ реализованы практически во всех языках программирования и во многих прикладных программах обработки данных. Например, в языке Паскаль для получения СРРЧ используется функция RANDOM, в табличном процессоре EXCEL – функция СЛЧИС. Одна из возможных реализаций СРРЧ приведена в приложении.

СРРЧ применяются для многократного случайного выбора вариантов решения задачи. Из этих вариантов выбирается лучший. Чтобы найти вариант решения, достаточно близкий к оптимальному, обычно требуется выбрать много вариантов решения (от нескольких десятков до тысяч). Поэтому применение метода Монте-Карло возможно только с использованием программных средств.

Во многих случаях задачи оптимизации, pешаемые методом Монте-Каpло, в пpинципе могут быть pешены дpугими (аналитическими) методами, позволяющими найти точное оптимальное pешение. Это могут быть методы линейного пpогpаммиpования, динамического пpогpаммиpования, поиска экстpемумов функций многих пеpеменных и т.д. Однако пpименение точных аналитических методов, как пpавило, возможно только для задач небольшой pазмеpности (с небольшим количеством ограничений, пеpеменных и т.д.). Для pеальных задач пpименение аналитических методов неpедко оказывается невозможным из-за большого объема сложных вычислений. Реализация и пpименение таких методов (даже с использованием компьютера) оказывается пpактически невозможным или нецелесообpазным. Поэтому во многих случаях применение метода Монте-Карло может оказаться единственно возможным способом решения задачи.

Алгоритм поиска решения на основе метода Монте-Карло полностью зависит от конкретной задачи.

2.2. Решение дискретных задач оптимизации на основе метода Монте-Карло

Пример (задача о назначениях). Требуется разместить на четырех предприятиях (П1, П2, П3, П4) заказы, связанные с выполнением четырех работ. Каждое предприятие может выполнить любой из заказов, но только один. Затраты (в денежных единицах), связанные с выполнением заказов на каждом из предприятий, приведены в табл.2.1.

Таблица 2.1

Предприятия
Заказы


1
2
3
4

П1
5
8
12
7

П2
8
9
7
14

П3
8
12
10
13

П4
15
12
9
10

Требуется разместить заказы таким образом, чтобы общая стоимость их выполнения была минимальной.

Алгоритм решения такой задачи на основе метода Монте-Карло реализуется в следующем порядке.

1. Разыгрывается (т.е. случайным образом выбирается) заказ для предприятия П1.  Для этого диапазон (0;1) разбивается на четыре интервала: (0;1/4), (1/4;1/2), (1/2; 3/4), (3/4;1) (количество интервалов равно числу заказов, из которых выбирается заказ для первого предприятия). Разыгрывается СРРЧ R1. Номер заказа, выделяемого предприятию П1, принимается равным номеру интервала, в который попадает число R1. Например, если 1/4<R1<1/2, то предприятию П1 выделяется второй заказ.

2. Разыгрывается заказ для предприятия П2. Для этого диапазон (0; 1) разбивается на три интервала: (0; 1/3), (1/3; 2/3), (2/3; 1) (количество интервалов равно трем, так как для второго предприятия выбирается один заказ из трех оставшихся). Разыгрывается СРРЧ R2. По номеру интервала выбирается заказ для предприятия П2 (из трех оставшихся заказов).

3. Разыгрывается заказ для предприятия П3. Для этого диапазон (0; 1) разбивается на два интервала: (0; 1/2), (1/2; 1). Разыгрывается СРРЧ R3. По номеру интервала выбирается заказ для предприятия П3 (из двух оставшихся заказов).

4. Оставшийся (единственный) заказ выделяется предприятию П4.

5. По результатам шагов 1-4 и по табл.2.1 определяются суммарные затраты на выполнение всех заказов.

Шаги 1-5 повторяются многократно (например, 100 раз). Выбирается вариант распределения заказов, для которого общие затраты минимальны.

В табл.2.2 приведен пример десяти испытаний данного алгоритма. СРРЧ взяты из приложения. Следует обратить внимание, что при программной реализации значения СРРЧ, а значит, и варианты решения могут быть другими.

Таблица 2.2

Номер ис-пытания
R1
Заказ для П1
R2
Заказ для П2
R3
Заказ для П3
Заказ для П4
Затраты

1
0,0795
1
0,3780
3
0,0593
2
4
5+7+12+10=34

2
0,7602
4
0,2847
1
0,8197
3
2
7+8+10+12=37

3
0,6133
3
0,5766
2
0,9595
4
1
12+9+13+15=49

4
0,0981
1
0,2410
2
0,5962
4
3
5+9+13+9=36

5
0,2978
2
0,6458
3
0,9762
4
1
8+7+13+15=43

6
0,0523
1
0,4523
3
0,8153
4
2
5+7+13+12=37

7
0,4286
2
0,8400
4
0,8754
3
1
8+14+10+15=47

8
0,5900
3
0,3421
2
0,7919
4
1
12+9+13+15=49

9
0,1204
1
0,7492
4
0,3792
2
3
5+14+12+9=40

10
0,7198
3
0,4822
2
0,8215
4
1
12+9+13+15=49

Здесь, например, во втором испытании 0,75<R1<1 (предприятию П1 выделяется четвертый заказ); 0<R2<0,33 (предприятию П2 выделяется первый заказ); 0.5<R3<1 (предприятию П3 выделяется третий заказ); предприятию П4 остается второй заказ.

Таким образом, по результатам десяти испытаний наиболее эффективным решением является следующее: выделить предприятию П1 первый заказ, П2 - третий, П3 - второй, П4 - четвертый. Общие затраты на выполнение всех заказов составят 34 ден.ед.

Примечание. Полученное решение близко к точному оптимальному решению задачи. Оптимальное решение, найденное специальным методом для решения задачи о назначениях (метод Мака), следующее: предприятию П1 выделяется четвертый заказ, П2 – второй, П3 – первый, П4 – третий. Общие затраты при этом составят 33 ден.ед. Возможно, что при использовании программной реализации предложенного алгоритма (см. ниже) и увеличении количества испытаний (например, до 100) будет найдено и точное оптимальное решение. При этом следует учитывать, что предложенный алгоритм решения задачи методом Монте-Карло, а также его программная реализация значительно проще, чем для метода Мака.

Приведем программную реализацию алгоритма решения данной задачи на языке Паскаль. Основные константы и переменные программы: n - количество предприятий (и заказов); matr_zatr - матрица затрат (табл.2.1); spis_zakaz - список заказов, которые еще не распределены (сначала в нем находятся все заказы); kol_zakaz - количество заказов, которые еще не распределены; nazn - массив для хранения разыгрываемых вариантов решений (элементы этого массива - номера заказов, выделяемых предприятиям); sum_zatr - суммарные затраты, соответствующие разыгранному варианту; opt_nazn - массив для хранения оптимального варианта распределения заказов; min_zatr - минимальные затраты (соответствующие оптимальному решению); interval - величина интервала, a и b - границы интервала (см. шаги 1,2,3 алгоритма).

program naznach;

uses crt;

label met;

const n=4;

type matr_zatr=array[1..n,1..n] of integer;

const zatr: matr_zatr=((5,8,12,7),(8,9,7,14), (8,12,10,13),(15,12,9,10));

var   opt_nazn,nazn,spis_zakaz: array[1..n] of integer;

sum_zatr,min_zatr: longint;

i,j,ii,k,kol_zakaz: integer;

r,interval,a,b: real;

stop: char;

begin

clrscr;

min_zatr:=1000;

for i:=1 to n do opt_nazn[i]:=0;

for ii:=1 to 1000 do

begin

kol_zakaz:=n;

for i:=1 to n do spis_zakaz[i]:=i;

for i:=1 to n-1 do

begin

interval:=1/kol_zakaz;

r:=random;

(* розыгрыш номера заказа для i-го предприятия *)

for j:=1 to kol_zakaz do

begin

a:=(j-1)*interval;  b:=j*interval;

if (r>a) and (r<=b) then

begin         (*  выделение заказа i-му предприятию *)

nazn[i]:=spis_zakaz[j];

if j<kol_zakaz then

begin     (* исключение выделенного заказа из списка заказов *)

for k:=j to kol_zakaz-1 do

spis_zakaz[k]:=spis_zakaz[k+1];

end;

for k:=kol_zakaz to n do spis_zakaz[k]:=0;

kol_zakaz:=kol_zakaz-1;

goto met;

end;

end;

met: end;

nazn[n]:=spis_zakaz[1];  (* последнему предприятию выделяется

оставшийся заказ *)

sum_zatr:=0;

for i:=1 to n do

begin   (* расчет суммарных затрат *)

k:=nazn[i];

sum_zatr:=sum_zatr+zatr[i,k];

end;

if sum_zatr<min_zatr then

begin

for i:=1 to n do

opt_nazn[i]:=nazn[i];

min_zatr:=sum_zatr;

end;

end;

writeln('Оптимальное решение: ');

for i:=1 to n do

writeln ('Предприятие ',i,' выполняет заказ ',opt_nazn[i]);

writeln ('Минимальные затраты: ',min_zatr,' ден.ед.'); stop:=readkey;

end.

Пример. Между тремя предприятиями (П1,П2,П3) распределяется сумма в размере 5 млн ден.ед. Средства выделяются в размерах, кратных 1 млн ден.ед. Прибыль, которая может быть получена предприятиями в зависимости от выделенных средств, приведена в табл.2.3.

Таблица 2.3

Вложенные средства, млн ден.ед.
1
2
3
4
5

Прибыль предприятия,
П1
2
4
7
9
10

млн ден.ед.
П2
2
3
6
8
11


П3
3
4
5
9
11

Требуется распределить имеющуюся сумму таким образом, чтобы общая прибыль, полученная предприятиями, была максимальной.

Для такой задачи можно найти точное решение, используя метод динамического программирования.  Однако применение этого метода возможно лишь для задач малой размерности, т.е. при небольшом объеме распределяемых средств и небольшом количестве предприятий.

Решим данную задачу, используя метод Монте-Карло. В алгоритме решения будет применяться формула случайного выбора целого числа Х из диапазона от A до В:

X=[A+(B-A+1)R],                                                                                            (1)

где R - СРРЧ;

A и В - некоторые целые числа (границы диапазона);

[ ] - операция выделения целой части числа.

При многократном использовании формулы (1) любое число из диапазона от А до В выбирается с одинаковой вероятностью (частотой). Данная формула доказывается методами теории вероятностей.

Алгоритм решения рассматриваемой задачи на основе метода Монте-Карло реализуется в следующем порядке.

1. Разыгрывается (т.е. случайным образом выбирается) величина средств, выделяемых первому предприятию. Для этого разыгрывается случайное число R1 и используется формула (1) при А=0, В=5: S1=[0+(5-0+1)*R1].

2. Если первому предприятию выделены не все средства (т.е. S1 < 5), то разыгрывается величина средств, выделяемых второму предприятию. Для этого разыгрывается СРРЧ R2 и используется формула (1) при А=0, В=5-S1, S2=[0+(5--S1-0+1)*R2].

3. Оставшиеся средства (если они есть) выделяются третьему предприятию: S3=5-S1-S2.

4. По величинам выделенных средств (S1,S2,S3) и по соответствующим величинам прибыли (табл.2.3) определяется суммарная прибыль предприятий.

Шаги 1-4 повторяются многократно (например, 100 раз). Выбирается вариант распределения средств, для которого значение суммарной прибыли максимально.

Рассмотрим пример десяти испытаний данного алгоритма (табл.2.4). 

Таблица 2.4

Номер испытания
R1
S1
R2
S2
S3
Прибыль

1
0,0795
0
0,3780
2
3
0+3+5=8

2
0,0593
0
0,7602
4
1
0+8+3=11

3
0,2847
1
0,8197
4
0
2+8+0=10

4
0,6133
3
0,5766
1
1
7+2+3=12

5
0,9595
5
‑
0
0
10+0+0=10

6
0,0981
0
0,2410
1
4
0+2+9=11

7
0,5962
3
0,2978
0
2
7+0+4=11

8
0,6458
3
0,9762
2
0
7+3+0=10

9
0,0523
0
0,4523
2
3
0+3+5=8

10
0,8153
4
0,4286
0
1
9+0+3=12

Здесь, например, в третьем испытании S1=[0+(5‑0+1)*0.2847]=1, S2=[0+(4-0+1)*0.8197]=4, S3=5-1-4=0.

Таким образом, по результатам десяти испытаний найдены два варианта решения, обеспечивающие максимальную прибыль. Первый вариант - выделить предприятию П1 3 млн ден.ед., П2 - 1 млн, П3 - 1 млн. Второй вариант – выделить предприятию П1 4 млн ден.ед., П3 - 1 млн   (предприятию П2 средства не выделяются). Общая прибыль  предприятий (для любого из этих вариантов) составит 12 млн ден.ед.

Примечание. Это решение совпадает с точным оптимальным решением, найденным методом динамического программирования.

Приведем программную реализацию рассмотренного алгоритма на языке Паскаль. Основные константы и переменные программы: m - количество предприятий; n - количество вариантов выделения средств (1, 2, 3, 4 или 5 млн ден.ед.); prib_predpr - прибыль предприятий, которую они могут получить в зависимости от выделенных средств (табл.2.3); x - массив для разыгрываемых вариантов решений (элементы этого массива х[1],x[2],x[3]- величины S1, S2, S3 соответственно); prib - суммарная прибыль предприятий, соответствующая разыгранному варианту; rez - массив для хранения оптимального варианта распределения средств; max_prib - максимальная прибыль (соответствующая оптимальному решению); a и b - имеют тот же смысл, что в формуле (1).

program raspred_sredstv;

uses crt;

const m=3; n=5; sredstva=5;

type mas_prib=array[1..m,1..n] of integer;

const prib_predpr: mas_prib=((2,4,7,9,10),(2,3,6,8,11),(3,4,5,9,11));

var   rez,x: array[1..m] of integer;

prib, max_prib: longint;

a,b,i,j,ii: integer;

begin

clrscr;

max_prib:=0;

for i:=1 to m do rez[i]:=0;

for ii:=1 to 1000 do

begin

a:=0;  b:=sredstva;  prib:=0;

for i:=1 to m do

begin

if b>0 then begin  (* розыгрыш средств, выделяемых  i-му предприятию  *)

x[i]:=trunc(a+(b-a+1)*random);

b:=b-x[i];

end

else x[i]:=0;

end;

for i:=1 to m do

begin

j:=x[i];   (* подсчет суммарной прибыли, соответствующей

                  разыгранному варианту распределения средств *) 

if j>0 then prib:=prib+prib_predpr[i,j];

end;

if prib>max_prib then

begin

for i:=1 to m do rez[i]:=x[i];

max_prib:=prib;

end;

end;

writeln('Оптимальное решение: ');

for i:=1 to m do writeln ('Предприятие ',i,' :',rez[i],' млн ден.ед.');

writeln ('Максимальная прибыль: ',max_prib,' млн ден.ед.');

end.

Пример. Крупное предприятие предполагает построить несколько жилых домов для своих сотрудников. Всего на строительство выделено 10 млн ден.ед. Имеются три проекта жилых домов (ПР1, ПР2, ПР3). Их хаpактеpистики приведены в табл.2.5.

Таблица 2.5

Проект
ПР1
ПР2
ПР3

Жилая площадь, тыс м2
2,5
2
4

Стоимость, млн ден.ед.
2
1,5
2,8

Требуется определить, сколько домов и по каким проектам следует построить, чтобы их общая жилая площадь была максимальной.

Алгоритм решения такой задачи на основе метода Монте-Карло реализуется в следующем порядке.

1. Определяется максимальное количество домов, которое можно построить по каждому проекту (в соответствии с выделенными средствами): N1=[8/2]=4, N2=[8/1,5]=5, N3=[8/2,8]=2.

2. Разыгрывается количество домов, которые следует построить по проекту ПР1. Для этого используется формула (1) при A=0, В=N1=4 (так как 4 - максимально возможное количество домов по данному проекту).

3. Разыгрывается количество домов, которые следует построить по проекту ПР2. Для этого используется формула (1) при A=0, В=5.

4. Разыгрывается количество домов, которые следует построить по проекту ПР3. Для этого используется формула (1) при A=0, В=2.

5. Находятся общие затраты на постройку всех домов, выбранных на шагах 2-4. Если эти затраты превышают 10 млн ден.ед., то выбранный план постройки недопустим; выполняется возврат к шагу 2. Иначе - выполняется следующий шаг.

6. Находится общая жилая площадь домов, выбранных на шагах 2-4.

Шаги 2-6 повторяются многократно. Выбирается план строительства, для которого общая жилая площадь максимальна.

В табл.2.6 приведен пример десяти испытаний данного алгоритма (в колонках ПР1, ПР2, ПР3 указано количество домов, которые предлагается построить по проектам ПР1, ПР2, ПР3 соответственно). 

Таблица 2.6

Номер ис-пытания
R1
ПР1
R2

ПР2
R3
ПР3
Затраты, млн ден.ед.
Жилая площадь, тыс м2

1
0,0795
0
0,3780
2
0,0593
0
3,0
4

2
0,7602
3
0,2847
1
0,8197
2
13,1
—

3
0,6133
3
0,5766
3
0,9595
2
16,1
—

4
0,0981
0
0,2410
1
0,5962
1
4,3
6

5
0,2978
1
0,6458
3
0,9762
2
12,1
—

6
0,0523
0
0,4523
2
0,8153
2
8,6
12

7
0,4286
2
0,8400
5
0,8754
2
17,1
—

8
0,5900
2
0,3421
2
0,7919
2
12,6
—

9
0,1204
0
0,7492
4
0,3792
1
8,8
12

10
0,7198
3
0,4822
2
0,8215
2
14,6
—

Таким образом, по результатам десяти испытаний получено четыре допустимых (соответствующих выделенным средствам) плана строительства. Максимальную жилую площадь (12 тыс м2) обеспечивают два плана; они получены в шестом и девятом испытаниях. Однако планы различны по величине затрат (8,6 и 8,8 млн ден.ед. соответственно). Следует выбрать план, требующий меньших затрат. Поэтому следует принять следующий план строительства: построить два дома по проекту ПР2 и два дома – по проекту ПР3. По проекту ПР1 дома строить не следует. Этот план позволяет построить 12 тыс м2 жилой площади при затратах 8,6 млн ден.ед.

Следует отметить, что данный алгоритм требует большого количества испытаний, так как значительная часть разыгрываемых вариантов решений оказываются недопустимыми. Возможны усовершенствования данного алгоритма с целью уменьшения количества недопустимых решений.

Пример. Предприятие имеет возможность заключить контракты на выполнение нескольких заказов. В табл.2.7 приведены характеристики заказов: сроки, необходимые предприятию для выполнения каждого из заказов,  и ожидаемые прибыли. 

Одновременно предприятие может работать только над одним заказом (параллельная работа над несколькими заказами невозможна). Срок выполнения всех заказов, установленный заказчиком – не более семи недель (49 дней). Если предприятие заключит контракты на выполнение части заказов (не всех), то заказчик обратится с остальными заказами на другие предприятия.

Таблица 2.7

Номер заказа
1
2
3
4
5
6

Срок выполнения, дней
15
20
10
8
12
5

Прибыль, тыс ден.ед.
25
32
20
14
23
7

Требуется определить перечень заказов, которые следует выполнить предприятию, чтобы получить максимальную прибыль при своевременном выполнении всех заказов.

Принцип работы предлагаемого алгоритма решения данной задачи следующий. Для каждого заказа случайным образом принимается решение о том, следует ли заключать контракт на его выполнение. Выбранный набор заказов проверяется на допустимость: определяется, будут ли все выбранные заказы выполнены за семь недель. Такой выбор заказов выполняется многократно. Из всех допустимых наборов заказов выбирается тот, который обеспечивает предприятию максимальную прибыль.

Предлагаемый алгоритм реализуется следующим образом.

1. Разыгрываются шесть СРРЧ (по числу заказов): R1,R2,…,R6.

2. Определяется набор заказов, принимаемых предприятием для выполнения. Для этого проверяются условия Ri<0,5, i=1,…,6. Если Ri<0,5, то считается, что следует заключить контракт на выполнение i-го заказа.

3. Для выбранных заказов находится общий срок их выполнения в днях (обозначим его как T).

4. Если T(49, то выбранный набор заказов является допустимым (т.е. предприятие выполняет заказы в срок). В этом случае для выбранного набора заказов рассчитывается суммарная прибыль (обозначим ее как P).

Шаги 1-4 выполняются многократно. Из числа допустимых наборов заказов выбирается набор, обеспечивающий предприятию максимальную прибыль.

В табл.2.8 приведен пример десяти испытаний данного алгоритма. По результатам десяти испытаний наиболее эффективный вариант действий предприятия следующий: заключить контракт на выполнение второго, четвертого, пятого и шестого заказов. Эти заказы будут выполнены предприятием за 45 дней. Прибыль составит 76 тыс ден.ед.

Таблица 2.8

Номер ис- пытания
R1
R2
R3
R4
R5
R6
Набор заказов
T
P

1
0,0795
0,3780
0,0593
0,7602
0,2847
0,8197
1,2,3,5
57
—

2
0,2410
0,5962
0,2978
0,6458
0,9762
0,0523
1,3,6
30
52

3
0,8754
0,5900
0,3421
0,7919
0,1204
0,7492
3,5
22
43

4
0,6058
0,5321
0,8064
0,0540
0,9046
0,5778
4
8
14

5
0,3716
0,3549
0,0112
0,8438
0,3233
0,5052
1,2,3,5
57
—

6
0,0644
0,7612
0,5707
0,2759
0,8396
0,9127
1,4
23
39

7
0,7195
0,1977
0,2245
0,3979
0,0652
0,0136
2,3,4,5,6
55
—

8
0,5994
0,8691
0,0564
0,9681
0,7945
0,1137
3,6
15
27

9
0,9561
0,2147
0,9299
0,1944
0,0147
0,1935
2,4,5,6
45
76

10
0,4403
0,1689
0,0453
0,1344
0,5162
0,0540
1,2,3,4,6
58
—

Таким образом, по результатам десяти испытаний наиболее эффективный вариант действий предприятия следующий: заключить контракт на выполнение второго, четвертого, пятого и шестого заказов. Эти заказы будут выполнены предприятием за 45 дней. Прибыль составит 76 тыс ден.ед.

2.3. Решение непрерывных задач оптимизации на основе метода Монте-Карло

Пример. Между тремя отраслями промышленности распределяется сумма в размере 60 млн ден.ед. По результатам анализа работы отраслей за длительное время составлены производственные функции – зависимости прибыли отрасли (Y) от вложенных средств (X). Для первой, второй и третьей отрасли (соответственно) эти функции имеют следующий вид:

Y = 0,52(X0,77

Y = 0,42(X0,84
Y = 0,68(X0,6

Требуется распределить 60 млн ден.ед. таким образом, чтобы обеспечить максимальную суммарную прибыль отраслей.

Для данной задачи в принципе можно найти точное оптимальное решение методом динамического программирования. Однако в случаях, когда количество объектов распределения средств (в данном случае – отраслей) более двух, решение задачи становится достаточно сложным.  Рассмотрим решение данной задачи на основе метода Монте-Карло.

В алгоритме решения будет использоваться формула случайного выбора числа Х из диапазона от A до В:

X=A+(B-A)(R,                                                                                                 (2)

где R - СРРЧ;

A и В - некоторые числа (границы диапазона).

При многократном использовании формулы (2) числа из любого интервала, входящего в диапазон от А до В, выбираются с одинаковой вероятностью (частотой). Таким образом, величину X можно считать случайной величиной, распределенной по равномерному закону в диапазоне от А до В.

Обозначим распределяемую сумму как S (в данной задаче S=60).

1. Выбирается сумма, выделяемая первой отрасли (X1). Для этого разыгрывается СРРЧ R1. Выделяемая сумма находится по формуле (2) для A=0, B=60, т.е. по следующей формуле: X1=R1(S.

2. Если первой отрасли выделены не все имеющиеся средства, то аналогично выбирается сумма, выделяемая второй отрасли. Для этого разыгрывается СРРЧ R2. Выделяемая сумма находится по следующей формуле: X2=R2((S - X1).

3. Оставшиеся средства выделяются третьей отрасли: X3 = S-X1-X2.

4. Находится ожидаемая суммарная прибыль отраслей по формуле: 
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Шаги 1-4 повторяются многократно. Выбирается вариант распределения средств, при котором суммарная прибыль отраслей максимальна.

В табл. 2.9 приведен пример десяти испытаний данного алгоритма.

Таблица 2.9

Номер 

испытания
R1
X1
R2
X2
X3
Y 

1
0,0795
4,77
0,3780
20,88
34,35
12,80

2
0,0593
3,56
0,7602
42,91
13,53
14,50

3
0,2847
17,08
0,8197
35,18
7,74
15,30

4
0,6133
36,80
0,5766
13,38
9,82
14,74

5
0,9595
57,57
0,0981
0,24
2,19
13,00

6
0,2410
14,46
0,5962
27,15
18,39
14,69

7
0,2978
17,87
0,6458
27,21
14,92
14,97

8
0,9762
58,57
0,0523
0,07
1,35
12,81

9
0,4523
27,14
0,8153
26,79
6,07
15,26

10
0,4286
25,72
0,8400
28,80
5,49
15,29

По результатам приведенных десяти испытаний выбирается следующий вариант распределения средств: первой отрасли выделяется 17,08 млн ден.ед., второй – 35,18 млн ден.ед., третьей – 7,74 млн ден.ед. В этом случае можно ожидать, что суммарная прибыль отраслей будет максимальной и составит примерно 15,3 млн ден.ед.

Пример. Для транспортировки некоторого химиката требуется изготовить контейнеры. Требования к контейнерам следующие: 1) емкость контейнера - 6 м3; 2) высота может составлять от 1 до 3 м; 3) основание контейнера должно быть квадратным. Дно и стенки контейнера, непосредственно соприкасающиеся с химикатом, должны быть изготовлены из более стойкого материала, чем крышка контейнера. Стоимость материала для дна и стенок контейнера - 6 ден.ед./м2, стоимость материала для крышки - 4 ден.ед./м2. Требуется найти габаритные размеры контейнера (размеры основания и высоту), при которых его стоимость будет минимальной. 

Обозначим высоту контейнера как Н, а размеры его основания (длину и ширину) - как L. Тогда для данной задачи можно построить следующую математическую модель:

H ( 1

H ( 3
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Здесь первое и второе ограничения устанавливают, что высота контейнера должна составлять от 1 до 3 м; третье ограничение устанавливает размер основания (из условия, что емкость контейнера равна 6). Целевая функция C выражает стоимость контейнера (первое слагаемое - стоимость материала для основания, второе - стоимость материала для стенок, третье - для крышки). Данная задача представляет собой задачу нелинейного программирования (в ней нелинейны целевая функция и одно из ограничений).  Точных методов для решения таких задач нет. Найдем приближенное решение, используя метод Монте-Карло.

1. Определяется (выбирается случайным образом) высота контейнера. Для этого разыгрывается СРРЧ R. Высота контейнера находится по формуле (2) для A=1, B=3, т.е. по следующей формуле: H=1+2(R.

2. Находится размер основания контейнера по формуле: 
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3. Для выбранных размеров контейнера (H и L) находится стоимость материала: C = 6(L2 + 24(H(L + 4(L2 .

Шаги 1-3 повторяются многократно. Выбираются размеры контейнера, при которых стоимость материала минимальна. 

В табл.2.10 приводится пример десяти испытаний данного алгоритма.

Таблица 2.10

Номер 

испытания
R
H
L
C

1
0,0795
1,16
2,28
115,06

2
0,3780
1,76
1,85
112,07

3
0,0593
1,12
2,32
115,81

4
0,7602
2,52
1,54
117,14

5
0,2847
1,57
1,96
111,88

6
0,8197
2,64
1,51
118,24

7
0,6133
2,23
1,64
114,67

8
0,5766
2,15
1,67
114,13

9
0,9595
2,92
1,43
120,99

10
0,0981
1,20
2,24
114,46

Таким образом, по результатам десяти испытаний минимальная стоимость контейнера обеспечивается при следующих размерах: высота - 1,57 м, размер основания - 1,96 м. Таким образом, следует выпускать контейнеры размерами 1,96 x 1,96 x 1,57 м. Стоимость материала для такого контейнера будет минимальной и составит 111,88 ден.ед.

2.4. Решение вероятностных задач на основе метода Монте-Карло

Принцип решения вероятностных задач моделирования и оптимизации на основе метода Монте-Карло следующий. Вероятность попадания СРРЧ в интервал, имеющий длину P (где 0 ( P ( 1), равна самой величине P (это свойство СРРЧ может быть доказано методами теории вероятностей). Например, вероятность попадания СРРЧ в диапазон (0; 0,4) равна 0,4. Это означает, что из 100 разыгранных СРРЧ примерно 40 принимают значения из интервала от 0 до 0,4. Вероятность попадания СРРЧ в любой другой интервал, имеющий длину 0,4 (например, в диапазон от 0,3 до 0,7, или от 0,6 до 1), также равна 0,4.

Пусть некоторое событие (обозначим его как событие А) может произойти с вероятностью P. Очевидно, что 0 ( P ( 1. Наступление данного события может быть “смоделировано” с помощью СРРЧ следующим образом. Разыгрывается СРРЧ R. Если 0 ( R ( P, то смоделировано наступление события А, в противном случае – его отсутствие.

Примечание. Как отмечено выше, вероятность попадания СРРЧ в любой интервал, имеющий длину P (где 0 ( P ( 1), равна P. Поэтому для моделирования события, вероятность которого равна P, может использоваться не только интервал (0; P), но и любой другой интервал, имеющий длину P (из диапазона от 0 до 1).

Пример. На предприятие поступает некоторое сырье для переработки. Известно, что примерно 15% партий сырья имеют повышенное содержание примесей и требуют дополнительной очистки. Часть сырья подвергается контролю при поступлении на предприятие (входной контроль); остальное сырье поступает на переработку без входного контроля. Затраты, связанные с контролем качества одной партии сырья, составляют 8 ден.ед. Если при контроле обнаруживается повышенное содержание примесей, то партия подвергается очистке; затраты на очистку составляют 40 ден.ед. Если партия с повышенным содержанием примесей не подвергалась входному контролю, то необходимость ее очистки обнаруживается в ходе переработки; в этом случае затраты на очистку составляют 70 ден.ед. Требуется найти, какая часть сырья должна подвергаться входному контролю, чтобы общие затраты на контроль и очистку были минимальными.

Для решения данной задачи выполним моделирование процесса контроля и очистки сырья при различных долях контролируемых партий сырья: от 0 (входной контроль не выполняется) до 100% (контролируется все сырье) с шагом 5%. Предположим, что доля контролируемых партий сырья равна некоторой заданной величине, например, 5%. Смоделируем процесс контроля и очистки большого количества партий сырья (например, десяти тысяч) и определим величину затрат на эти операции. Обозначим долю контролируемых партий как P (в данном случае Р=0,05). Моделирование осуществляется по следующему алгоритму.

1. Разыгрываются два СРРЧ: R1 и R2. Величина R1 будет использоваться для имитации отбора контролируемых партий, а R2 – для имитации наличия (или отсутствия) повышенного содержания примесей. 

2. Если R1<P, то будем считать, что смоделировано поступление партии сырья на контроль. Общие затраты при этом увеличиваются на 8 ден.ед. (это величина затрат на контроль одной партии). Если при этом R2<0,15 (где 0,15 – доля партий, имеющих повышенное содержание примесей), то будем считать, что смоделировано наличие повышенного содержания примесей в проверяемой партии. В этом случае общие затраты увеличиваются на 40 ден.ед. 

Если R1>P (партия сырья не поступает на контроль), и при этом R2<0,15 (партия имеет повышенное содержание примесей), то смоделировано обнаружение повышенного содержания примесей при переработке сырья. Затраты увеличиваются на 70 ден.ед. 

Шаги 1 и 2 повторяются многократно, например, 10000 раз (это означает моделирование контроля и очистки 10000 партий сырья). Подсчитываются общие затраты на контроль и очистку. В табл.2.11 приведен пример десяти испытаний (моделирование контроля и очистки десяти партий). 

Таблица 2.11

Номер 

испытания
R1
Контроль
R2
Повышенное содержание примеси
Затраты на данную партию
Общие затраты

1
0,0795
да
0,3780
нет
8
8

2
0,0593
да
0,7602
нет
8
16

3
0,2847
нет
0,8197
нет
0
16

4
0,6133
нет
0,5766
нет
0
16

5
0,9595
нет
0,0981
да
70
86

6
0,2410
нет
0,5962
нет
0
86

7
0,2978
нет
0,6458
нет
0
86

8
0,9762
нет
0,0523
да
70
156

9
0,4523
нет
0,8153
нет
0
156

10
0,4286
нет
0,8400
нет
0
156

Аналогично следует выполнить моделирование при других долях контролируемых партий сырья (от 0 до 100% с шагом 5%). 

Приведем программную реализацию данного алгоритма на языке Паскаль. Основные константы и переменные программы: n – количество испытаний (количество обрабатываемых партий); zatr_cont – затраты на контроль одной партии сырья; zatr_o1 и zatr_o2 – затраты на очистку партии при обнаружении повышенного содержания примеси в ходе контроля и в процессе переработки соответственно; primes – доля партий сырья, имеющих повышенное содержание примеси; p – доля контролируемых партий; proc – доля контролируемых партий сырья, выраженная в процентах (например, если proc=5, то p=0,05); r1,r2 – СРРЧ (их назначение такое же, как в рассмотренном выше алгоритме); sum_zatr – общие затраты на контроль и очистку всех партий.

program control;

uses crt;

const n=10000;

zatr_cont=8;

zatr_o1=40;

zatr_o2=70;

primes=0.15;

var p,r1,r2,sum_zatr: real;

proc,i: integer;

begin

clrscr;

proc:=0;

while proc<=100 do

begin

p:=proc/100;

sum_zatr:=0;

for i:=1 to n do

begin

r1:=random;  r2:=random;

if r1<p then sum_zatr:=sum_zatr+zatr_cont;

if (r1<p) and (r2<primes) then sum_zatr:=sum_zatr+zatr_o1;

if (r1>=p) and (r2<primes) then sum_zatr:=sum_zatr+zatr_o2;

end;

writeln(‘Процент контроля: ‘,proc, '   Затраты на 10000 партий: ‘,sum_zatr:10:2);

proc:=proc+5;

end;      

end.

Результаты моделирования процесса контроля и очистки сырья приведены в табл.2.12. 

Таблица 2.12

Процент контроля
Затраты на 10000 партий
Процент контроля
Затраты на 10000 партий

0
112280
55
124430

5
105680
60
126554

10
105432
65
132698

15
111564
70
129020

20
109976
75
132428

25
111680
80
132382

30
115378
85
134022

35
118740
90
137690

40
121354
95
134918

45
120918
100
139120

50
118078



Таким образом, предприятию следует подвергать входному контролю 10% партий сырья. При этом затраты на контроль и очистку сырья будут минимальными.
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