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ЛАБОРАТОРНАЯ РАБОТА ПО КУРСУ САиИО

ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ В УСЛОВИЯХ РИСКА И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

И С УЧЕТОМ МНОГИХ КРИТЕРИЕВ

1. Постановка задачи

Во многих случаях результат принятия решения зависит не толь​ко от самого решения, но и от некоторых внешних условий. Под внеш​ними условиями понимаются любые факторы, на которые невозможно влиять (или возможность такого влияния ограничена): спрос на про​дукцию, действия конкурентов, природно-климатические факторы и т.д. Так как заранее точно неизвестны условия реализации решения, не могут быть заранее известны и результаты решения (прибыль, зат​раты, сроки реализации решения и т.д.).

Под неопределенностью понимается неполнота информации о внеш​них условиях, влияющих на результат принимаемого решения. Под рис​ком понимается возможность каких-либо неблагоприятных последствий принятого решения: потери ресурсов, недополучения прибыли, возник​новения дополнительных расходов, несвоевременного выполнения работ и т.д.

Типичный пример задачи, решаемой в условиях риска и неопреде​ленности - задача планирование производства. Результат принятого решения (например, прибыль от выпуска продукции) зависит не только от действий предприятия (т.е. от вида выпускаемой продукции, объ​ема производства, качества продукции и т.д.), но и от внешних фак​торов (например, от спроса на продукцию, от наличия на рынке ана​логичных видов продукции и т.д.). Очевидно, что внешние условия не могут быть точно известны заранее, и предприятие не может сущест​венно влиять на них.

Существует большое количество разнообразных формулировок за​дач, решаемых в условиях риска и неопределенности, и методов их решения.

Многие задачи, решаемые в условиях риска и неопределенности, могут быть сформулированы следующим образом. Требуется выбрать од​но из М возможных решений (альтернатив): А1,А2,...,АM. Известно, что каждое из решений может быть реализовано в одном из N вариан​тов внешних условий: B1,B2,...,BN. Для каждого из решений известны его последствия (выигрыши стороны, принимающей решение) в каждом из вариантов внешних условий: Еij, i=1,...,M, j=1,...,N. Эти выиг​рыши можно свести в таблицу, называемую матрицей выигрышей (или платежной матрицей). Такая матрица представляет собой математичес​кую модель задачи. Общий вид матрицы выигрышей показан в табл.1.

Метод построения матрицы выигрышей полностью зависит от конк​ретных условий задачи.

Таблица 1
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Требуется выбрать наиболее эффективный вариант РЕШЕНИЯ (т.е. одно из решений А1,А2,...,АМ).

Примечание. В матрице выигрышей могут быть отрицательные эле​менты, соответствующие убыткам.

Примечание. В некоторых случаях вместо матрицы выигрышей ис​пользуется матрица затрат. В этом случае элемент Еij - это затра​ты, связанные с i-м решением в j-м варианте внешних условий.

Пример. Предприятие по переработке некоторой сельскохозяйс​твенной продукции планирует открыть несколько заготовительных пунктов для закупки этой продукции у населения в сельской местнос​ти. Количество продукции, которое можно будет закупить у населе​ния, зависит от урожая; очевидно, что урожай не может быть точно известен заранее. На основе данных за прошлые годы и погодных ус​ловий в текущем году получен прогноз урожая в виде трех оценок: пессимистической, наиболее вероятной и оптимистической. Согласно этому прогнозу, наиболее вероятно, что урожай составит около 3500 тонн. В худшем случае (например, при неблагоприятных погодных ус​ловиях в осенний период) урожай составит около 2000 тонн, в лучшем случае (при благоприятных условиях) - примерно 4000 тонн.

Известно, что каждый заготовительный пункт может закупить и переработать не более 600 тонн продукции. Выручка предприятия от переработки одной тонны продукции составляет 8 денежных единиц (д.е.). Затраты, связанные с открытием одного заготовительного пункта, составляют 1,5 тыс д.е.

Требуется определить, сколько заготовительных пунктов следует открыть предприятию, чтобы получить максимальную прибыль.

Данная задача решается в условиях риска и неопределенности, так как прибыль предприятия зависит не только от его решения (т.е. от того, сколько заготовительных пунктов оно откроет), но и от внешних условий (от урожая). Очевидно, что если предприятие откро​ет НЕБОЛЬШОЕ количество заготовительных пунктов, а урожай окажется ВЫСОКИМ, то заготовительные пункты не смогут закупить и перерабо​тать всю продукцию (так как пропускная способность каждого пункта - не более 600 тонн). В результате предприятие не получит возмож​ную прибыль. С другой стороны, если предприятие откроет БОЛЬШОЕ количество заготовительных пунктов, а урожай окажется НИЗКИМ, то затраты на открытие некоторых пунктов окажутся излишними (пункты будут простаивать, так как не получат достаточного количества про​дукции).

Определим, какое количество пунктов может потребоваться предприятию. Предположим, что пессимистический прогноз окажется верным, т.е. урожай окажется низким и составит 2000 тонн. Для за​купки и переработки такого урожая потребуется ]2000/600[ = 4 заго​товительных пункта (здесь ][ - обозначение округления в большую сторону).

Предположим, что верным окажется оптимистический прогноз: урожай окажется высоким и составит 4000 тонн. В этом случае потре​буется ]4000/600[ = 7 заготовительных пунктов.

Таким образом, возможные варианты действий предприятия (аль​тернативы) - открыть 4, 5, 6 или 7 заготовительных пунктов.

Рассчитаем матрицу выигрышей. Для этого найдем, какой будет прибыль предприятия для различных решений (т.е. при различном ко​личестве пунктов) в разных внешних условиях.

Предположим, что предприятие откроет 4 заготовительных пунк​та. Затраты на их открытие составят 4х1,5 = 6 тыс д.е. Пропускная способность этих пунктов - 4х600 = 2400 тонн (так как каждый пункт может переработать не более 600 тонн).

Если урожай окажется низким (2000 тонн), то 4 пункта смогут закупить и переработать ВСЮ продукцию, т.е. 2000 тонн. Выручка от ее переработки составит 2000х8 = 16 тыс д.е. Прибыль предприятия (с учетом затрат на открытие пунктов) составит 16-6 = 10 тыс д.е.

Если урожай окажется средним (3500 тонн), то 4 пункта смогут закупить и переработать не всю продукцию, а только 2400 тонн. Вы​ручка от ее переработки составит 2400х8 = 19,2 тыс ден.ед. Прибыль предприятия (с учетом затрат на открытие пунктов) составит 19,2 -

- 6 = 13,2 тыс д.е.

Аналогично можно показать, что при высоком урожае (4000 тонн) 4 пункта также смогут закупить и переработать только 2400 тонн. Выручка от ее переработки составит 2400х8 = 19,2 тыс ден.ед. При​быль предприятия также составит 19,2 - 6 = 13,2 тыс д.е.

Предположим, что предприятие откроет 5 заготовительных пунк​тов. Затраты на их открытие составят 5х1,5 = 7,5 тыс д.е. Пропуск​ная способность этих пунктов - 5х600 = 3000 тонн.

Если урожай окажется низким (2000 тонн), то 5 пунктов смогут закупить и переработать всю продукцию, т.е. 2000 тонн. Выручка от ее переработки составит 2000х8 = 16 тыс ден.ед. Прибыль предприя​тия (с учетом затрат на открытие пунктов) составит 16 - 7,5 = 8,5 тыс д.е.

Выполнив аналогичные расчеты для всех вариантов решения (4,5,6 или 7 заготовительных пунктов) и для всех вариантов урожая (2000, 3500 или 4000 тонн), получим матрицу выигрышей (табл.2). Прибыль предприятия указана в тысячах д.е.

Таблица 2

Количество загото​вительных пунктов
Урожай, т


2000
3500
4000

4

5

6

7
10

8,5

7

5,5
13,2

16,5

19

17,5
13,2

16,5

19,8

21,5

На основании этой матрицы требуется выбрать одно из решений, т.е. количество заготовительных пунктов.

Примечание. Следует обратить внимание, что в данной задаче НЕВОЗМОЖНО точно определить, какой будет прибыль предприятия. Нап​ример, если предприятие откроет 6 заготовительных пунктов, то его прибыль может составить 7, или 19, или 19,8 тыс д.е. (в зависимос​ти от урожая).

2. Выбор решения в условиях риска и неопределенности

Существует несколько методов (критериев) для выбора решения в условиях риска и неопределенности. Используемый метод зависит от имеющейся информации о внешних условиях, прежде всего - от того, имеется ли информация о вероятностях внешних условий.

2.1. Выбор решения при известных вероятностях внешних условий.

Критерий Байеса

Если известны вероятности внешних условий, то для оценки и выбора решений применяется критерий Байеса. Он может использовать​ся в двух видах: как критерий максимума среднего выигрыша или как критерий минимума среднего риска.

Пусть известны вероятности вариантов внешних условий: P1,P2,...,PN.

Если решение выбирается по значениям выигрышей, то для каждо​го решения находится средняя оценка по всем вариантам внешних ус​ловий (средний выигрыш):
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где Рj - вероятности внешних условий.

Лучшим является решение с максимальной оценкой.

Пусть в рассматриваемом примере на основе анализа данных об урожае, полученном в прошлые годы, получены оценки вероятностей урожая. Вероятность того, что урожай окажется низким (около 2000 тонн), равна 20%. Вероятность среднего урожая (около 3500 тонн) - 70% (такой урожай наиболее вероятен). Вероятность высокого урожая (около 4000 тонн) - 10%.

Найдем оценки решений для данной задачи:

Z1 = 10x0,2 + 13,2x0,7 + 13,2x0,1 = 12,56 (оценка для 4 пунктов)

Z2 = 8,5x0,2 + 16,5x0,7 + 16,5x0,1 = 14,9 (оценка для 5 пунктов)

Z3 = 7x0,2 + 19x0,7 + 19,8x0,1 = 16,68 (оценка для 6 пунктов)

Z4 = 5,5x0,2 + 17,5x0,7 + 21,5x0,1 = 15,5 (оценка для 7 пунктов)

Таким образом, предприятию рекомендуется открыть 6 заготови​тельных пунктов.

В некоторых случаях для выбора решения используется матрица рисков (Rij, i=1,...,M, j=1,...,N). Под риском понимается потерян​ный выигрыш: разность между выигрышем, максимально возможным для данного варианта внешних условий, и фактическим выигрышем. Для данной задачи матрица рисков приведена в табл.3.

Таблица 3

Количество загото​вительных пунктов
Урожай, т


2000
3500
4000

4

5

6

7
0

1,5

3

4,5
5,8

2,5

0

1,5
8,3

5

1,7

0

Здесь, например, для первого варианта внешних условий (урожай около 2000 тонн) максимальная прибыль достигается при открытии че​тырех пунктов; эта прибыль составляет 10 тыс.д.е. При использова​нии пяти пунктов прибыль будет меньше и составит только 8,5 тыс д.е., так как для закупки урожая в размере 2000 тонн достаточно меньшего количества пунктов. Потерянный выигрыш (риск) определяет​ся как 10-8,5 = 1,5 тыс д.е. Аналогично находятся другие значения рисков.

Оценки решений по критерию минимума среднего риска находятся по следующей формуле:
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Лучшим является решение с минимальной оценкой.

Оценки решений для данной задачи: Z1 = 0x0,2 + 5,8x0,7 + +8,3x0,1 = 4,89, Z2 = 1,5x0,2 + + 2,5x0,7 + 5x0,1 = 2,55, Z3 = 0,77, Z4 = 19,5. Таким образом, предприятию рекомендуется открыть 6 за​готовительных пунктов.

2.2. Выбор решения при неизвестных вероятностях внешних условий. Критерии Лапласа, Вальда, Сэвиджа, Гурвица

Если вероятности внешних условий неизвестны, то для оценки и выбора решений могут применяться следующие критерии.

Критерий Лапласа: применяется, если можно предполагать, что все варианты внешних условий одинаково вероятны. Для каждого реше​ния находится средняя оценка по всем вариантам внешних условий (средний выигрыш):
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Лучшим является решение с максимальной оценкой.

Предположим, что для рассматриваемой задачи вероятность низ​кого, среднего и высокого урожая можно считать примерно одинако​вой. Найдем оценки по критерию Лапласа: Z1= (10 + 13,2 + 13,2)/3 = = 12,13, Z2 = (8,5 + 16,5 + 16,5)/3 = 13,83, Z3 = 15,27, Z4 = 14,83. Таким образом, если есть основания предполагать, что все варианты урожая одинаково вероятны, то предприятию следует открыть 6 заготовительных пунктов.

Критерий Вальда (критерий крайнего пессимизма, максиминный критерий): решение выбирается в расчете на наихудшие внешние усло​вия. В качестве оценки каждого решения используется минимальный выигрыш, который можно получить при выборе этого решения:
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Лучшим является решение с максимальной оценкой.

В данном примере Z1 = min(10; 13,2; 13,2)=10, Z2 = min(8,5; 16,5; 16,5) = 8,5, Z3 = 7, Z4 = 5,5. Таким образом, рекомендуется открыть 4 заготовительных пункта.

Примечание. В данной задаче для всех решений наихудшим явля​ется один и тот же вариант внешних условий (низкий урожай). Однако необходимо учитывать, что в большинстве задач для разных альтерна​тив наихудшими являются разные варианты внешних условий.

Критерий Сэвиджа (критерий крайнего пессимизма, минимаксный критерий): решение принимается в расчете на наихудшие внешние ус​ловия (как и при использовании критерия Вальда), но для оценки ре​шений используется матрица рисков. В качестве оценки используется максимальный риск (максимальный потерянный выигрыш), соответствую​щий данному решению:
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Лучшим является решение с минимальной оценкой.

В данном примере Z1 = max(0; 5,8; 8,3) = 8,3, Z2 = max(1,5; 2,5; 5) = 5, Z3 = 3, Z4 = 4,5. Таким образом, рекомендуется отк​рыть 6 заготовительных пунктов.

Критерий Гурвица: решение принимается с учетом того, что воз​можны как благоприятные, так и неблагоприятные внешние условия. При использовании этого критерия требуется указать "коэффициент пессимизма" - число (в диапазоне от 0 до 1),  представляющее собой субъективную (т.е.  не рассчитанную, а указанную человеком) оценку возможности  неблагоприятных внешних условий.  Если есть основания предполагать, что внешние условия будут неблагоприятными, то коэф​фициент пессимизма назначается близким к единице. Если неблагопри​ятные внешние условия маловероятны,  то используется  коэффициент пессимизма, близкий к нулю.  Оценки решений находятся по следующей формуле:
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где a - коэффициент пессимизма.

Лучшим является решение с максимальной оценкой.

Предположим, что в рассматриваемой задаче есть основания предполагать, что низкий урожай немного более вероятен, чем высо​кий. Для принятия решения по критерию Гурвица выберем коэффициент пессимизма a=0,6. Найдем оценки решений: Z1 = 0,6х10 + 0,4х13,2 = 11,28, Z2 = 0,6х8,5 + 0,4х16,5 = 11,7, Z3 = 0,6х7 + 0,4х19,8 = 12,12, Z4 = 0,6х5,5 + 0,4х21,5 = 11,9. Таким образом, рекомендует​ся открыть 6 заготовительных пунктов.

С учетом всех использованных критериев, лучшим решением явля​ется открытие шести заготовительных пунктов. Это решение оказалось лучшим по большинству критериев (Лапласа, Сэвиджа и Гурвица).

Примечание. Задачи, связанные с принятием решений при извест​ных вероятностях внешних условий, в литературе называются "задача​ми принятия решений в условиях риска", а задачи, связанные с при​нятием решений при неизвестных вероятностях внешних условий - "за​дачами принятия решений в условиях неопределенности".

3. Принятие решений при многих критериях. Выбор Парето-оптимальных решений
В большинстве задач при выборе решений требуется учитывать не один критерий оптимальности, а несколько. Например, при выборе из​делий, которые будут выпускаться предприятием, необходимо учиты​вать большое количество критериев: прибыль, затраты на подготовку к производству, сроки запуска изделий в производство, количество отходов и вредных выбросов и т.д.

Задачи такого типа называют дискретными задачами векторной оптимизации. Дискретные задачи - это задачи, в которых имеется конкретный набор вариантов решения (альтернатив), и требуется выб​рать один из них. Задачи векторной оптимизации - это задачи, в ко​торых решение принимается с учетом нескольких критериев (вектора критериев).

ПРИМЕЧАНИЕ. Термин "критерий", обозначающий одну из характе​ристик решения (прибыль, стоимость и т.д.), НЕ СЛЕДУЕТ ПУТАТЬ с критериями Байеса, Лапласа и т.д., используемыми для выбора реше​ний в условиях риска и неопределенности.

Критерии, используемые для оценки альтернатив в таких зада​чах, как правило, не согласованы друг с другом и противоречивы. Критерии, используемые для оценки альтернатив, могут быть как чис​ловыми (т.е. выражаться числами), так и качественными (словесные оценки, например, "хорошо", "плохо", "да", "нет"). Даже в случаях, когда применяются только числовые критерии, сопоставление альтер​натив затрудняется тем, что критерии различаются по размерности (измеряются в разных единицах), направленности (одни подлежат мак​симизации, другие - минимизации), абсолютным значениям (например, для критериев, имеющих смысл вероятности, значения находятся в пределах от 0 до 1, а для критериев, имеющих смысл стоимости - мо​гут представлять собой большие числа). Кроме того, во многих слу​чаях критерии различны по важности.

Важно отметить, что среди альтернатив практически никогда не бывает альтернативы, лучшей по всем критериям сразу.

Существует большое количество методов для решения таких за​дач. Выбор конкретного метода зависит от количества критериев, ви​да оценок (числовые или качественные) и т.д. Методы решения таких задач будут подробно рассмотрены в последующих курсах.

Как правило, решение дискретных задач векторной оптимизации (т.е. выбор одного из возможных решений с учетом многих критериев) начинается с выбора перспективных альтернатив, т.е. альтернатив, не являющихся явно худшими по сравнению с другими. Для этого выби​рается множество Парето (другое название - множество Парето-опти​мальных решений).

Множество Парето представляет собой множество альтернатив, обладающих следующим свойством: любая из альтернатив, входящих во множество Парето, хотя бы по одному критерию лучше любой другой альтернативы, входящей в это множество. Таким образом, ни одна из альтернатив, вошедших во множестве Парето, не является явно худшей по сравнению с другими альтернативами, вошедшими в это множество.

Выбор множества Парето производится следующим образом. Все альтернативы попарно сравниваются друг с другом по всем критериям. Если при сравнении каких-либо альтернатив (обозначим их как Ai и Aj) оказывается, что одна из них (например, Aj) не лучше другой НИ ПО ОДНОМУ КРИТЕРИЮ, то ее можно исключить из рассмотрения. Исклю​ченную альтернативу (в данном случае - Aj) не требуется сравнивать с другими альтернативами, так как она явно неперспективна.

Как правило, во множество Парето входит НЕСКОЛЬКО альтерна​тив. Поэтому выбор множества Парето НЕ ПОЗВОЛЯЕТ принять оконча​тельное решение (т.е. выбрать одну лучшую альтернативу), однако позволяет сократить количество рассматриваемых альтернатив, т.е. упрощает принятие решения.

Пример. Предприятие пищевой промышленности желает приобрести конвейер, который будет использоваться для обработки пищевых про​дуктов. Модели конвейеров, из которых предприятие может сделать выбор, и их характеристики приведены в таблице ниже.

Модель
KF6
KF7
RL20
RL25
DF85
DF90

Максимальный вес транс​портируемых продуктов, кг
70
90
60
80
40
50

Допустимость непосред​ственного контакта с пищевыми продуктами
да
нет
да
да
да
да

Удобство в эксплуатации
неслож

ная
слож-

ная
средней

сложно-

сти
неслож-

ная
слож-

ная
средней

сложно-

сти

Стоимость, тыс.ден.ед.
45
45
48
40
50
37

В данной задаче имеется шесть альтернатив (модели конвейе​ров). Они оцениваются по четырем критериям. Критерий "максимальный вес транспортируемых продуктов" - числовой, подлежит максимизации (чем он больше, тем лучше). Критерии "допустимость непосредствен​ного контакта с пищевыми продуктами" и "удобство в эксплуатации" - качественные (словесные). Критерий "стоимость" - числовой, подле​жит минимизации.

Выберем множество Парето. Для краткости записи введем сокра​щенные обозначения критериев: "вес", "контакт с продуктами", "удобство", "стоимость".

Требуется выбрать множество Парето. Для этого выполним попар​ное сравнение альтернатив.

Сравниваем конвейеры KF6 и KF7. По критерию "вес" KF7 лучше, чем KF6; по критериям "контакт с продуктами" и "удобство" KF6 луч​ше, чем KF7. По критерию "стоимость" конвейеры одинаковы. Ни один из конвейеров нельзя исключить из рассмотрения, так как по одним критериям лучше KF6, а по другим - KF7.

Сравниваем конвейеры KF6 и RL20. По критериям "вес", "удобс​тво" и "стоимость" KF6 лучше, чем RL20. По критерию "контакт с продуктами" конвейеры одинаковы. Конвейер RL20 следует исключить из рассмотрения, так как он явно не лучший из имеющихся конвейе​ров. Сравнивать RL20 с другими конвейерами не потребуется.

Сравниваем конвейеры KF6 и RL25. По критериям "вес" и "стои​мость" RL25 лучше, чем KF6. По критериям "контакт с продуктами" и "удобство" конвейеры одинаковы. Конвейер KF6 следует исключить из рассмотрения. Сравнивать его с другими конвейерами не требуется.

Сравниваем конвейеры KF7 и RL25. По критерию "вес" лучше KF7, по критериям "контакт с продуктами", "удобство" и "стоимость" луч​ше RL25. Ни один из конвейеров не исключается.

Сравниваем конвейеры KF7 и DF85. По критериям "вес" и "стои​мость" лучше KF7, по критерию "контакт с продуктами" - DF85; по критерию "удобство" конвейеры одинаковы. Ни один из конвейеров не исключается.

Сравниваем конвейеры KF7 и DF90. По критерию "вес" лучше KF7, по критериям "контакт с продуктами", "удобство" и "стоимость" - DF90. Ни один из конвейеров не исключается.

Сравниваем конвейеры RL25 и DF85. По критериям "вес", "удобс​тво" и "стоимость" лучше RL25; по критерию "контакт с продуктами" конвейеры одинаковы. Таким образом, DF85 можно исключить из расс​мотрения.

Сравниваем конвейеры RL25 и DF90. По критериям "вес" и "удобство" лучше RL25, по критерию "стоимость" - DF90; по критерию "контакт с продуктами" конвейеры одинаковы. Ни один из конвейеров не исключается из рассмотрения.

Таким образом, во множество Парето вошли три модели конвейе​ров (три альтернативы): KF7, RL25 и DF90. Предприятие выберет один из этих конвейеров. Для окончательного выбора будут использованы специальные методы выбора решений по многим критериям. Возможно также, что решение будет выбрано на основе экспертной оценки, вы​полненной специалистами предприятия. 
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